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GİRİŞ 
 

Bu çalışma kuantum  mekaniğine giriş niteliğinde olan konuların bazı örnek problemleri ve 

çözümlerinden oluşmaktadır. Bu konular beş başlık altında toplanmıştır.  

I. Işığın Kuantalanması 

II. Madde Dalgası 

III. Scrödinger Denklemi 

IV. Potansiyel Kuyular 

V. Kuantum Mekaniğinin Genel Formalizmi 

 

I. Işığın Kuantalanması : 

Bu başlık altında Max Planck’ın ışık kuantları tezine öncülük etmiş olan “kara cisim ışıması” olayından 

başlayarak “fotoelektrik olay” (A. Einstein), “Compton Olayı” (Compton), “Alfa Saçılması” ve atom 

modeli (E. Rutherford), atom spektrumlarının kuantal açıklanması (N. Bohr), madde dalgası kavramı 

(L. deBroglie) olaylarına örneklik edecek bazı problemler ve çözümleri yer almaktadır.  

 

 II. Madde Dalgası : 

Compton olayı ışığın kuantal, Lois deBroglie ile ışığın dalga hareketi gözlenmektedir. Ve buradan dalga 

parçacık ikilemi gündeme gelmektedir. İşte bu kuantum mekaniğinin başlangıç noktasını oluşturmakta 

gerekli olan dalga denklemleri, dalga paketi, dalga paketinin hareketini ifade eden fourier seri açılımı, 

fourier integrali ve de son olarak belirsizlik ilkesinin bazı pratik örneklere uygulamalarını içeren 

problemler ele alınmıştır. 

 

 III. Schrödinger Denklemi :  

Scrödinger dalga denklemi kuantum mekaniğinin bel kemiğini oluşturmaktadır. Bu denklemin 

kullanıldığı olasılık yorumu, dalga fonksiyonun normlanması, olasılık korunumu, beklenen değer, 

dirakdelta fonksiyonu ve de bazı operatörlerin kullanım uygulamalarını içeren problemler bu başlık 

altında ele alınmıştır.  

 

 IV. Potansiyel Kuyular : 

Schrödinger denkleminin atomik boyuttaki uygulamalarını içeren potansiyel kuyuları ve bunlara dair 

hesaplamalar ve de harmonik salınıcı uygulamalarına bazı örnek problemler ve çözümleri 

gösterilmiştir. 

 

 V. Kuantum Mekaniğinin Genel Formalizmi :  

Kuantum mekaniği en baştan beri bir kendisine yeni bir formalizm oluşturmaya başlamıştır. Öncelikle 

Newton hareket denklemine karşın Schrödinger dalga denklemi kurulmuştur. Ve kuantum 

mekaniğinin daha karmaşık problemlerinde işlemleri kolaylaştıracak, bazı ilişkileri daha kolay 

görmemize yarayacak bir formalizm gelişmiştir. 

 

İşte bu başlık altında bu özel matematik yöntemlere örneklik teşkil edecek problemler ve çözümleri 

gösterilmektedir. 

 

 

Not : Problemlerin çözümleri tamamen bu bitirme çalışmasının hazırlayıcısı olan öğrenciye aittir. 

Dolayısıyla problemler hakkında yapılan yorumlar da öğrenciye ait olup uzman bir insanın çalışması 

olarak değerlendirilmemelidir. 
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1.IŞIĞIN KUANTALANMASI 
 

 
 

Soru 1.1 :  

Sıcaklığı 5000K olan  bir kara cisim en çok hangi dalga boyunda ışıma yapabilir. 

Çözüm : 

Spektral dağılım fonksiyonu (u()) grafiğinde max olan bölgenin altındaki alan MAXİMUM dur. 

 

Yani, max dalga boyu  ışınımın en yoğun olduğu bölgeyi ifade eder. Öyleyse;  

  

 max .T = 2,9.10-3 mK       :   Wien yer değiştirme yasası 

  

 max = 
K

mK

5000

10.9,2 3

=0.58.10-8m = 5800 Å 

 
 

Soru 1.2 :  
Bir nükleer patlamada sıcaklık bir anda 107 K olabilmektedir. Maksimum radyasyonun hangi dalga boyunda 

gelebileceğini bulunuz. 

 

Çözüm 1.2 : 

 Maksimum radyasyon, sıcaklığın maksimum olduğu anda yayınlanır. Bu; toplam ışıma enerjisi ))(( u

eğrisinin altındaki alan olarak tanımlanırsa yine wien yer değiştirme formülünden 

 

 max . T = 2,9.10-3 mK  max = 
K

mK
7

3

10

10.9,2 

 = 2,9 Å 
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Soru 1.3 :   

Kobalt elementinden bir elektron koparmak için 3,9 eV enerji gerekir. (a) =5890 Å olan sarı ışıkta 

fotoelektrik olay gerçekleşir mi ? (b) Kobalt için eşik dalga boyu ne kadardır. 

 
 

Çözüm 1.3 :  

(a) Enerji korunumundan faydalanılır. Gelen fotonun enerjisi > İş fonksiyonu  
  

 



hc
E   

 

E= )9,3(1,2

10.5890.10.6,1

/10.3..10.62,6

1019

834

eVWeV

eV

j

smsj






 

 

ise fotoelektrik olay gerçekleşmez. 

 

b) W=

esik

hc


 olmalı ise ; 

esik = Am
eVjeV

smsj 318010.180,3
/10.6,1.9,3

/10.99793,2..10.62,6 7

19

834

 





 

 

 
Soru 1.4 :   

Çinkonun iş fonksiyonu 4,24 eV dur. Dalgaboyu 2000Å olan bir ışın çinko üzerine düşürülüyor. (a) 

Eşik dalgaboyu ne kadardır? (b) Koparılan elektronların maksimum kinetik enerjileri ne olur? (c) 

Düşen radyasyonun ışıma gücü 3.0 W/m2 ise 1m2 alana 1 saniyede düşen faton sayısı ne kadardır.? 
 

Çözüm 1.4 :  

  

a) eV
smsjhc

W
esikesik

24.4
/10.99793,2..10.62,6 834





 

  

 esik = 2926
24,4

10.9,12403 10


eV

meV
Å 

b) Enerji korunumundan ; kEW
hc




 yazarak 

 

  

 kEeV
m

meV






24,4
10.2000

10.9,12403
10

10

  kE = 1,96 eV 

 

sonucunu buluruz 

 

c) Işıma gücü = 3,0.
22

1
0,3

msn

J

m

W
  ise 
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Tanecik sayısı = 
18

10

10

19
2

2

10.3

10.2000

10.5,12412

/10.6,1

0.3

0.3
1.1.

1
0,3









m

meV

eVj

J

hc

J

E

msn
msn

J

foton



 adet 

 

 
Soru 1.5 :  

Dalgaboyu 0.80Å olan bir foton ardarda iki serbest elektronla çarpışmaya uğruyor. Foton birinci 

çarpışmada 60 ve ikincide 53 sapıyor. Fotonun son dalgaboyu ne kadardır ? 

Çözüm 1.5 : Compton saçılma denklemi: d = )cos1( 
cm

h

e

 ise 

  

     A
smkg

js

cm

h
d

e

0121,060cos1.
/10.3.10.11,9

10.62,6
cos1.

831

34

11 




  

 

 1 d = 0.80 Å + 0,0121 Å = 0,8121 Å  : ilk saçılma sonucu 

  

 d2 = 0096.0)53cos1(
/10.3.10.11,9

..10.62,6
)cos1(

831

34

2 




smkg

sj

cm

h

e

  

  

 2 d = 0,8121 + 0,0096 = 0,8217Å : ikince saçılma sonucu 

 
Soru 1.6 :   

Bağlama enerjisi (yani serbest hale geçmek için gerekli enerjisi) 0.85 eV olan bir enerji seviyesinde 

bulunan bir elektron, uyarılma enerjisi (yani, taban durumu ile bu durum arasındaki enerji farkı) 10.2 

eV olan bir duruma geçiş yapıyor. (a) Bir enerji diagramında bu olayı gösterin (b) Yayınlanan fotonun 

dalga boyunu bulun. 

 

Çözüm 1.6 : 

 

  a)  n  En=-0.85eV 

 h  

 

 n=2   E2=-3,4eV 

   10,2 eV 

 n=1    E1= -13.6eV 

  

b) Bağlanma enerjisi daha düşük olan bir yörüngeden daha yüksek bağlanma enerjili bir alt 

yörüngeye inilmiştir. Yani , kinetik enerjisi azalmış ve bu enerji farkı foton olarak yayınlanmıştır. 

 

 


hC
eVEEE n  55,22   4868

/10.6,1.55,2

/10.3..10.62,6
19

834






eVjeV

smsj
 Å 

 

 
Soru 1.7 :  

Taban durumundaki bir Hidrojen atomu 18.0 eV enerjili bir foton soğuruyor. Serbest kalan elektronun 

hızını bulun. 
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Çözüm 1.7 :   

Taban durumundaki hidrojen atomu elektronunun enerjisi  

 

 eVEEn 6,131  ise eVeVeVEK 4,46,130,18   

 eVVmE eek 4,4
2

1 2   

 

 
KE  kinetik enerjisinin bağlanma enerjinin aşılması için kullanılan enerjinin artakalanından 

oluşur. 

 

6

31

19

10.24,1
10.11,9

/10.6,1.8,8






kg

eVjeV
Ve  m/s 

 

 
Soru 1.8 : 

 Taban durumundaki bir hidrojen atomuna düşen bir foton, atomu iyonlaştırıyor. Serbest kalan 

elektron, ilk uyarılmış durumunda bulunan başka bir hidrojen iyonuna (yani, protona) rastlayıp bağlı 

duruma geçiyor ve bu sırada dalga boyu 466Å olan bir foton yayınlıyor. (a) Elektronun serbest 

durumda iken enerjisi ne kadardır ? (b) ilk fotonun enerjisi ne kadardır ? 

 

Çözüm 1.8 :  

 a) 6,131  foton

serbest

e EE  eV = 6,132 fotonE eV 

 

 eV
eVjm

smjshc
E foton 6,26

/10.6,1.10.466

/10.3.10.62,6
1910

834
2 






 

 

b) eVEE fotonfoton 6,2621     olmalıdır. 

 

 
Soru 1.9 : 

 20 kV luk bir katot tüpünde hızlandırılmış elektronların de Broglie dalga boyunu hesaplayın. 

 

Çözüm 1.9 : 

 
)(22 voltVqm

h

mT

h

p

h

ee

  : De Broglie dalgaboyu 

 

 
eVjeVckg

sj

/10.6,1.10.20.10.6,1.10.11,9.2

.10.62,6

1931931

34





  

 

 =0,0217m 

 
Soru 1.10 : 

 20C de ortalama termal enerjiye sahip nötronların de Broglie dalgaboyu ne olur ? (Not: T 

sıcaklığında ortalama termal enerji TkB
2

3
 kadardır ) 
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Çözüm1.10 :  jKjkTkE B

T

ort

23123 10.51,605)27320(10.38,1.
2

3

2

3    

 

  
T

ortn Em

h

p

h

2
   : De Broglie dalga boyu 

 

  147,0
10.51,606.10.67,1.2

10.62,6

2327

34






j

js
  nm 
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2.Madde Dalgaları 
 

 

Soru 2.1 : 

 Bir dalga paketinin grup ve faz hızları arasında 

 



d

dv
VV

f

fg   

bağıntısı olduğunun gösterin 

 

Çözüm 2.1 : 

  
dk

dw
Vg      ve   kvw f    ve de   



2
k     




ddk

2

2
  

 









 )(2

2

2
)( 2

2













d

d
V

d

dV
kv

dk

d
v f

f

fg  

 




d

dV
VV

f

fg   olarak bulunur. 

 

 
Soru 2.2 :  

 Derin suda oluşan dalgaların faz hızı 

 





sabit
f 

2
 

bağıntısıyla verilmiştir. Suda oluşan dalga paketinin grup hızı ifadesinin bulun. 

 

Çözüm 2.2 : 

  



d

dV
VV

f

fg   yukarıda bulunmuştu. 

 



 Asbt
V f 

2
 ise 

  

2

31

2 2/3









AAAA

d

dA
Vg 








  

 

 

 

 
Soru 2.3 : 

 Serbest bir parçacık için relativistik enerji bağıntısı 
2mcE   kullanıldığında grup ve faz hızları 

arasında 

 
g

f

c




2
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bağıntısı olduğunu gösterin. Parçacık için cg   olduğuna göre  cf   oluşunun fiziksel bir anlamı 

var mıdır ? 

 

Çözüm 2.3 : 
k

kw
V f

)(
   ve 

dk

dw
Vg   

 

Ve de ;   wE    


E
w    ve  kP     



p
k    biliniyorsa 

 











m

P

dP

d

P

E

dP

dE

P

E

dP

dE

P

E

dk

dw

k

w
VV gf

2
.

/

/ 2




 

 

2
2

. c
m

mc

m

P

P

E
VV gf      

g

f
V

c
V

2

   olarak bulunur. 

 

gV   :  Gurup hızı<c  : Işık hızı olduğu belirli olduğuna göre 

 

g

f
V

C
V

2

 >c sonucu çıkar. fV  tanımından bilindiği gibi dalga paketi içerisindeki bir noktanın çizgisel 

hızıdır. Ancak, sadece bir tanımlamadır ve fiziksel bir anlamı yoktur. 

 

 
Soru 2.4 : 

 Bir iletken kanal içindeki elektromagnetik dalgaların dalgaboyu ile frekansı arasında 

 
2

0

2 vv

c


  

bağıntısı vardır. Burada c ışık hızı, 0v  sabit bir karakteristik frekanstır. Bu dalgaların faz ve grup 

hızları ne olur ? 

 

Çözüm 2.4 :   

2

0

2

2

2

2)(













 c

k

kw
V f   bulunur. 

 

(2.3) sorusunun sonucu olan 
f

g
V

c
V

2

   ifadesinden de 

 

 
2

2

0

22



 
 c

V

c
V

f

g   olarak bulunur 

 

 
Soru 2.5 :  

 [-a,a] aralığında tanımlanan aşağıdaki fonksiyonların Fourier seri açılımını hesaplayın: 

 a) f(x)=x, b) f(x)=|x|, c)
xa

exf


)(  
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Çözüm 2.5 : 

 a) 













1

0 sincos)(
n

nn
a

xn
b

a

xn
aaxf


  :  forier seri tanımı 

 

00 ca      nnn cca       )( nnn ccib    

 






a

a

axin

n exdx
a

C /)(
2

1    tanımlarını kullanırsak ; 

 






a

a

axin

n dxxe
a

C /

2

1 
=



















 












a

a

axin

a

a

axin dxe
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a

in

a
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//

2
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aainaainaain

n e
in

a

in

a

in

a
ae

in

a
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a
C ///

2
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  )()(

2

1
22

22




inininin

n ee
n

a
ee

in

a

a
C  

 









Sinn
n

ai
Cosn

n

ai

i

ee

n

aiee

n

ai
C

inininin

n 2222 22








 







 




 

 

,
2

ixix ee
CosX


  

i

ee
SinX

ixix

2


      kullanıldı. 

 

n=0 değeri için tanımsızlık olduğu için limit kullanacağız. 
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0220 2
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sin
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b)       
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4
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Soru 2.6 : 

 Aşağıdaki fonksiyonların Fourier transformunu hesaplayın : 

 a)  











isex

isexx
xf

  1    0

  1    
)(   b)   












isex

isexx
xf

  1       0

  1      
)(  

 

 c)   











isex

isexx
xf

  1           0

  1     1
)(  

 

Çözüm 2.6 : 






 ikxexdxk )()(    : )(x  ‘in forier transformu 

a)    






 



 

1 1
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.0....0.)()( ikx-ikxikx-ikx edxexdxedxexdxfk  

 

 0
1

1

11
.

1

1

0 ikxikx 
























 








 



 

ik
e

ik
ex  

 

       






























 





k

i
eeee

k

i

k

i
eee

k

i ikikikikikxikik

1

1

 

 

 















 







 




22

sincos
2

2

2

2

2
)(

k

k

k

k
i

i

ee

k

iee

k

i
k

ikikikik

  

b)        






 





 

1 1

1 1

0

1

1

0

00)()( dxxedxxedxexexdxfk ikxikxikxikx  

 

 




















 






 




















 






  


1

0

2

0

0

1

0

1

1111
dx

ik

ikxe
ik

ikxxedx
ik

ikxe
ik

ikxxe  

 
1

0

0

1







 



















  

 k

iikxee
k

iikxeike
k

i ik  

 











22

sincos
2sin

2
cos

2
)(

k

k

k

k
iik

k
k

k

i
k  

 

c)       


 









 

1

1 1

1

010)()( dxexexdxfk ikxikx  

 



 14 

   
 












1

1

1

1

2
sin

2
cos

2
)( k

k
k

k

i
ee

k

i
dxexdxek ikikikxikx  

 

 k
k

i

k

k
k

k
k

k
kik

k
k cos

21
sin

2
sin

1
cossin

2
)( 







 









  

 

Soru 2.7 :  

Genlik dağılımı  
kb

ek


)(  olan dalga fonksiyonunun   
22

1
)(

bx

b
x





  

Olduğunu gösterin 

 

Çözüm 2.7 : 






 ikxek
dk

x )(
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)( 


      denkleminden faydalanacağız. 
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Soru 2.8 :   

 Gauss dalga paketi 

 
2

2

2

22

1
)( 






x

ex


  

nin Fourier transformu )(k  nın da yine bir Gauss dağılımı oluşturduğunu gösterin. 

 

Çözüm 2.8 :  

 




 ikxexdxk )()(    genlik dağılım fonksiyonu tanımı ise  ,  
2

1

2
a


b




22

1
  olarak 

tanımlamalar yaparak ara işlemleri kolaylaştırırız. 
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22

2
42..)( b

k

b

ik
xb

ikxbx edxaedxaek  
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dxduu
b

ik
x             

2
   ise ve   

2bxe   ifadesi her zaman çift fonksiyon ise, 

 




































0

44

0

4
1

022.2.)(
2

2

2

2

2

2

b
ae

b

bue
aedueaek b

k

b

k
bub

k

  

 

22
42

2

2
2

4
4

12

2

4
2

2
1

2
.

2

1
2

2
)( 

 





 k

k
b

k

eee
b

a
k






    

 

ise )(k  bir gauss dağılımı oluşturmaktadır. 

 

Soru 2.9 : 

  Kararsız bir elementer parçacık olan 
  mezonunun yarıömrü s810.6,2 

 ve durgun enerjisi  

MeVmcE 1402

0  dir. 

a) Bu parçazığın durgun enerji değerindeki bağıl hatayı  EE /  bulun. 

b) Bu işlemi, durgun enerjisi 765 MeV ve yarıömrü s2410.4,4 
  olan  mezonu için tekrar 

edin 

 

Çözüm 2.9 : 

 a)  s
s

js

t
EtE 26

8

34

10.20,0
10.6,2.2

10.054,1

2
      

2
. 











 

19

196

26

10.893
10.6,110.140

10.20,0 








j

j

E

E
 

 

b)   j
s

js

t
E 10

24

34

10.12,0
10.4,4.2

10.054,1

2













 

  

 j
j

j

E

E 10

196

40

10.980
10.6,110.765

10.12,0 








 

 
Soru 2.10 : 

    parçacığının durgun enerjisi 1236 MeV olup standart sapması 120 MeV dir. Bu parçacığın 

yarıömrü en az ne kadar olabilir ? 

 

Çözüm 2.10 :  

 Standart  sapma bize enerjisindeki belirsizliği ifade eder. 

 

 s
j

js

E
ttE 24

196

34

10.5,5
10.6,110.120

10.054,1

2
      

2
. 
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3.SCHRÖDİNGER DENKLEMİ 
 

 

Soru 3.1 :  

 aa  ,   aralığında   







 1)(

a

x
CosAx


   dalga fonksiyonu veriliyor. 

a) Bu fonksiyonu normlayın 

b) pvex      belirsizliklerini hesaplayın 

 

Çözüm 3.1 :    

a)  




1)(
2
dxx  : Normlanmış ’nin bulunma olasılığı 

 

 


























a

a

a

dx
a

x

a

x
Adx

a

x
AN

0

2

2

2

22 1cos2cos21cos


 

 
a

x
a

a
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a
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AN

0

22 sin2
4

2
sin

2
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AN 222 3)0000(sin2
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2sin
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 1

3

1
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1
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a

x
Cos

a
x

N
x


  

 

 

b) 
22  XXX   

22  PPP  ile tanımlı ise    

 

 




a

a

dxtxxX
2

),(  : Beklenen değeri, tek fonksiyonun integrali olması sebebiyle 

sıfıra eşit olur. Aynı durum <P> beklenen değeri için de geçerlidir. Öyleyse biz  2X  ve  2P  

değerlerini arayacağız. 

 

  



















aa

a

dx
a

x

a
xdxtxxX

0

22

222 1cos
3

1
2),(
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a
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1
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dx
a

xa

a

x
x

axa

0

2

2

0

2

233

1

2
cos

)2(

2
cos

232
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1
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dx
a
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a
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a
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Soru 3.2: 

 Tek boyutlu uzayda bir parçacığın dalga fonksiyonu 

 

 
/

22

0)(
xip

e
ax

A
x


  

olarak veriliyor (A, a ve 0p  reel sabitlerdir.) a) Dalga fonksiyonunu normlayın A sabitini bulun. b) 

Parçacığın x konumu ölçüldüğünde  3/,3/ aa    aralığında bulunma olasılığı nedir ?. c) 

Momentumun beklenen değerini bulun. 

 

Çözüm 3.2 :   

a) 1),(
2




a

a

txdx  

  


















 dx
ax

Aee
ax

Adx
xipxip

22

2//

22

2* 1
.

1
.1 00   

 




a

A

a

A

a

x

a
A

22
2

22
arctan

1
1 































 

 



a
A   

 

b)  
3

1
arctan

121
2)(

3/

0

3

0

22

3/

3/

2












 



aaa

a
a

x

a

a
dx

ax

a
dxx


  : bulunma olasılığı 

 

c)    



























 dx
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e

x
i

ax

e
AdxPP

xipip

22

/

22

/
22

00

ˆ


  

 

 












 









dx
ax

x
idx

ax

p
AP

2222

02  , uax  22
 ise 

  

   


















 

220

2

0

2 ln
22

arctan
1

ax
Ai

a

PA

u

duAi

a

x

a
PA


  

 

00 PP
a

a
P 




 

 
Soru 3.3 : 

 Bir parçacığın mementum dağılım fonksiyonu 

 

 
p

a

e
a

p 









2

)(  
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olarak veriliyor. a) Dalga fonksiyonunun  
22

2

2
)(

ax

aa
x





   olduğunu gösterin. b) Momentum 

ve enerjinin beklenen değerlerini bulun (bu iki fonksiyonun da çift fonksiyon olduğunu gözönüne 

alın). 

 

Çözüm 3.3 

a)  








 



ipx

ikx ep
dp

ek
dk

x )(
2

)(
2

)( 





  

 









 

 





0

)(0 )(

2

12
)( 



xiapxiaP

dPedPe
a

x



  

 

 













 )10()01(

1

2 xiaxia

a 


 

 

22

2

2
)(

ax

aa
x





  

 

b) 0)()(* 







 





dxx
dx

d
ixP    

 

Çünkü )(x   çift fonksiyon olmasına karşın birinci türevi ile çarpımı tek fonksiyon verir. 

 














 dxx

dx

d
x

mm

p
E )()(

2

1

2 2

2
2*

2

   

  

 
   





























 



16
4

14
4

5

3

0

322422

23

am

a
dx

axax

x

m

a 




 

 

ma
E

24


  

 

 

 
Soru 3.4  :  

 Dirac dalta fonksiyonu için aşağıda verilen bağıntıların geçerli olduğunu gösterin: 

 a) )()( xxx    

 b) 0)( x  

 c) )()()( babxax    
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Çözüm 3.4  :  

  a)  













sbtfdxxxf
dx

d
)0()()(   ise ; 

 

0)()()()(  








dxxxfdxxxf   

 










 dxxxfdxxxf )()()()(      ve   xxf )(     ise 

 

)()( xxx        olur 

 

b)     )(tx         şeklinde   tx    değişken dönüşümü yapılır ise 

 0)0( t     0t     )0( x     için öyleyse     0x   olur. 

 

 

c)  









      

0      
)(

ax

ax
ax   










      

0      
)(

bx

bx
bx  

 

)(
      

0      
)()( ba

bax

bax
bxax 












     olur 

 
Soru 3.5  : 

  CveBA ˆ    ˆ,  ˆ   operatörleri için aşağıdaki bağıntıların doğruluğunu gösterin 

 a)       CBCACBA ˆ,ˆˆ,ˆˆ,ˆˆ   

 b)       BCACBACBA ˆˆ,ˆˆ,ˆˆˆ,ˆˆ   

 

Çözüm 3.5  : 

a)          CBCABCACCBCABACCBACBA ˆ,ˆˆ,ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ.ˆˆ.ˆˆˆ,ˆˆ   

 

b)    BACCBACBA ˆˆˆˆˆˆˆ,ˆˆ   

 

     BACCBABACBCABCACBABCACBA ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ,ˆˆ,ˆˆ   

 

      BCACBABACCBACBA ˆˆ,ˆˆ,ˆˆˆˆˆˆˆˆˆ,ˆˆ   

  

 

 
Soru 3.6  : 

  Ehrenfest Teoremleri   )(/2/ˆ 222 xVdxdmH     hamiltonyen operatörü için 

 a)   mpixH /,ˆ   

 b)    dxdVipH /,ˆ   olduğunu gösterin 

c) Bu iki bağıntıyı kullanarak 
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,
dt

xd
mp    ve 

dx

dV

dt

pd
  

olduğunu gösterin (Bu sonuçlardan birincisi parçacığın klasik momentum tanımı p=mv,  ikincisi ise,  

F=dV/dx olduğu düşünülürse, Newton’un ikinci yasası F=ma dır. Başka bir deyişle klasik mekanik 

ancak beklenen değerler için geçerlidir. 

  

Çözüm 3.6  :  

a)   


































  V

dx

d

m
xxV

dx
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ˆ,ˆ


 

 

   
dx

d

mdx

d
xx

dx

d

m
xH


 2

22
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p
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dx
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m
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b)    
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dt

xd
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dt
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m

dt

d
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4.KUYU POTANSİYELLERİ 
 

 

Soru 4.1  :  

 100V luk bir potansiyel fark altında hızlandırılan bir elektron demeti 50eV luk bir basamak 

potansiyeline gönderiliyor. Yansıyan ve geçen elektronların yüzdesini bulun. 

 

Çözüm 4.1  : 
22

kk

kk

A

B
R




  :yansıma katsayısı ve; 

 

 
10

2/1

234

19312/1

10.12,5
.10.054,1

/10.6,1.100.10.11,9.2






























sj

eVJeVkgRmE
k


 

 

  10

2/1

2

0 10.62,3
2








 




VEm
k  

 

3%029,0
62,312,5

62,312,5
22







A

B
R  yansıyan 

 

 
97%97,0

3876,76

1376,74
2

2










kk

kck

A

C

k

k
T  geçen 

 

 
Soru 4.2 :   

100e V enerjili bir elektron demeti yüksekliği 110 eV olan bir potansiyel engeline rastlıyor. Tünelleme 

olasılığını hesaplayın. 

 

Çözüm 4.2 : 

 

1

0

22

0

2

)(4

sinh
1















EVE

aV

A

F
t


  : buradaki geçme olasılığı bize tonelleme 

olasılığını verir. 

 

 

2/1

234

19312/1

2

0

)10.054,1(

/10.6,1.)100110(10.11,9.2)(2







 








 






js

eVjeVkgEVm


  

 

 
1010.62,1  

 

 
aSinhA

F
T

22

2

)110(4000

4000


  : tünelleme olasılığı 

 

 
Soru 4.3 :  



 23 

  a,0 aralığındaki sonsuz kuyuda bir parçacığın n=3 kuantum sayılı durumda olduğu biliniyor. a) Bu 

parçacığın konumunun  3/,0 a   arasında olma olasılığının 1/3 olduğunu gösterin. b) Genel olarak, 

bir n durumundaki parçacığın  na /,0   arasında bulunma olasılığının 1/n  olduğunu gösterin. 

 

Çözüm 4.3 : 

 
L

xn

L
xn


 sin

2
)(    : Sonsuz kuyuda dalga denklemi bu ise 

 

 

a) 

3/

0

3/

0

2

6
sin

62

23
sin

2
aa

a

xax
dx

a

x

a















 

 

 
3

1
0

63a

1













aa
  : a/3  konumunda bulunma olasılığı 

 

b) 
n

a

xn

n

ax

a
dx

a

xn

a

na

na
1

2

2
sin

222

12
sin

2

/

0

/

0

2




























 

 

 
Soru 4.4 : 

a) Sonsuz kuyu potansiyelinde nE    1nE   gibi ardışık iki enerji düzeyi arasındaki bağıl farkın 

 
2

12

n

n

E

E

n

n 



 

olduğunu gösterin 

b) Bağıl farkın klasik limitini bulun ve yorumlayın 

 

Çözüm 4.4 : 

a)  
2

2222

22
n

mLm

k
E n

n


  : Sonsuz kuyu potansiyelinde enerji denklemi bu ise; 

 

  )12(
22

1
2 2

22
2

2

22
2

22

 n
mL

n
mL

n
mL

En

 
 

 

2

12

n

n

E

E

n

n 



  olarak bulunur. 

 

 

 

0
12

lim
2

0







n

n

h
n   : yani, sonsuzda bağıl fark sıfır olur. Dolayısıyla  birbirine çok yakın 

enerji değerleri söz konusudur. Ve bu enerjinin sürekliliği şeklinde gözlemlenir. Yani klasik fizik 

öngörüleri geçerlilik kazanır. 
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Soru 4.5 :  

 a,0 aralığındaki sonsuz kuyu potansiyelinde n kuantum sayılı bir özdurumda 

 









22

2
222 6

1
12 n

a
xxx  

olduğunu gösterin 

 

Çözüm 4.5 : 
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L
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 sin

2
)(   : Sonsuz kuyuda dalga denklemi 
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Soru 4.6 : 

 aşağıda verilen )(xV  potansiyeli için Schrödinger denklemini boyutsuz hale getirin. 

 axxV )(  
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Çözüm 4.6:  

)(.)().(
)(

2 2

22

xExxV
x

x

m











 : Tek boyutta zamansız schrödinger denklemi bu ise ; 

 

axxV )(   için ; 

 

2

2
2

2

2

      



d

d

dx

d
x    ve  



a
axxV )(   ise 

 

0
2

.
2

      .
2 23222

2

2

222









 



















 ma
E

m

d

d
E

a

d

d

m
 

 
3/1

232

2
        1

2












mama



  ise   





.

2
      

2 22

22 m
E

mE 


  

 

yukarıda elde ettiğimiz boyutsuz    ve    değerlerine bağlı olarak 

  0
2

2

 




d

d
  : Boyutsuz Schrödinger denklemi elde edilir. 

 

 
Soru 4.7  : 

  Tek boyutlu problemlerde bağlı enerjili durumların dalga fonksiyonmlarının daima reel olarak 

seçilebileceğini gösterin 

 

Çözüm 4.7 :    

Kare kuyuda E<0 bağlı durumları için; 

 I. ve II. Bölgede dalga denklemleri; 

 

2

2
2



Em
   02

2

2

 


dx

d
   

 
x

I ce    
x

III De     olarak bulunur. 

 

II. Bölgede dalga denklemi ise; 

 

2

02
2



EmV
k


  02

2

2

 


k
dx

d
   

 

BSinkxkxAII  cos  olarak bulunur. 

 

Sınır koşullarından; 

 

(i)  
axIIaxI 

          kaBkaACe a sincos 
 

 

(ii) 
axIIaxIII 

     kaBkaADe a sincos 
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(iii)  
ax

II

ax

I

dx

d

dx

d






   kakBkakACe a cossin   

 

(iv)  

ax

III

ax

II

dx

d

dx

d






   kakBkakADe a cossin    

 

şeklinde dört denklem elde edilir. 

 
aeDCkaA  )(cos2  

aeDCkakA   )(sin2  

aeDCkaB  )(sin2  

aeDCkakB   )(cos2  

 

 
 


 













kak
eDC

eDC

KakA

kaA
a

a

tan        
sin2

cos2
 

 

 
 


 













kak
eDC

eDC

KakB

kaB
a

a

cot        
cos2

sin2
 

 

Son elde edilen iki denklemin birlikte doğru olması mümkün değildir. Ki ikisi taraf tarafa çarpılırsa; 

 
22 k    şeklinde sıfırdan farklı ve reel k  ve  değerlerine karşın çelişkili bir eşitlik elde 

edilir. 

 O halde bu kartsayılardan birini sıfır yapmamız gerekir. İşte bu serbestliğimiz bizi iki yoldan 

da daima reel olan dalga denklemi elde etmeye götürür. 

 

 a)       0        0 DCveAB    olarak kak tan    ve  kxAII cos elde edilir. 

 b) 0A          0B    DC    olarak kak cot    kxBII sin   elde edilir. 

 

 
Soru 4.8 :   

Diatomik moleküllerin küçük genlikli titreşimleri için 

 

 
2

2

1
)( kxxV   

harmonik salınıcı potansiyeli kullanılır. Tipik olarak 
2310  jmk   olur. a) Diatomik moleküller için 

sıfır noktası enerjisini eV cinsinden hesaplayın. b) Birinci uyarılmış durumdan taban durumuna 

geçişte yayınlanan radyasyonun frekansını ve dalgaboyunu hesaplayın. bu dalganın hangi tür (mor 

ötesi, kızıl ötesi, görünür ışık bölgesi) olduğunu araştırın. 

  

Çözüm 4.8  :   

Harmonik salınıcı için genel enerji denklemi; 
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Bu sistem bir diatomik molekül titreşimi olduğu için 

a)  
m

k
nwnEn  
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Soru 4.9 :   

Harmonik salınıcının bir n durumunda <xp+px>  beklenen değerinin hesaplayın. 

 

Çözüm 4.9 : 
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Ax    : Harmonik salınıcı dalga denklemi 
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*  1111
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1
       22   nnnnnn nHHHnHHH    : Tekrarlama bağıntısı 
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5.KUANTUM MEKANİĞİNİN GENEL FORMALİZMİ 
 

 
Soru 5.1 :  

 Dalga fonksiyonu uzayında birbirine dik  
1   ve  2   vektörleri veriliyor : 

   0, 21   

Bu iki vektör için Pisagor teoremi 

 
2

2

2

1

2

21    

nin doğruluğunu gösterin. 

 

Çözüm 5.1 

   *

2

*

121

2

21      

                     =        21221211 ,,,,    

 

  0, 21   ise ;     0,, 2112     olur 
2

2

2

1

2

21    

 

 
Soru 5.2 : 

   ,0   aralığında verilen 

  
xe1  

xxe2  
xex  2

3  

dalga fonksiyonlarını ortonormal hale getirin. 

 

Çözüm 5.2: 
xe1  

xxe2  
xex  2

3  ise; 
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Soru 5.3 :  

Bir sonsuz kuyu potansiyelinde bulunan her 1000 adet parçacıktan 100 tanesinin 19E   enerjiye, kalan 

900 tanesinin de 164E   enerjiye sahip oldukları biliniyor. 

a) Bu sistemin durumunu veren dalga fonksiyonunu kurun ve normlayın. 

b)  2/,0 L   aralığında kaç tane parçacık olacağını hesaplayın 

 

Çözüm 5.3 : 

a)  na   özdurumunda bir parçacığın bu halde bulunma olasılığı 
22

,)( nnn CUaP     ifadesiyle 

süperpozisyon ilkesinin bir sonucu olarak verilmişti. 

 

 1

2 EnEn    genel enerji düzeyi bağıntısından 

 ,9 13 EE   18 64EE   olarak bulunur. 

 
10

1

1000

100
)(

2

33  CEP   

 

 
10

9

1000

900
)(

2

88  CEP  olarak yazılabilir 
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 L,0   aralığındaki sonsuz kuyuda 
2

22
2

2mL
nEn


   enerjili özdurumlarının 

 
L

xn
Sin

L
Un

2
  

olduğu biliniyor ise normlaşmış dalga fonksiyonu; 
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Yani ;  1000 tanecikten 200’ü 








2
,0
L

  aralığında bulunur. 

 

 
Soru 5.4 :   

Aşağıdaki operatörlerin hermitik eşleniğini alın ve bu operatörlerin hermitik olup olmadıklarını 

söyleyin: 

 a)  ABBA ˆˆˆˆ    b) BiA ˆˆ    c)  ABBAi ˆˆˆˆ   

 

Çözüm 5.4: 

a)    


 ABBABAABABBA ˆˆˆˆ      : Hermitik eşlenik 

 

      ,ˆˆˆˆˆˆˆˆ, ABBAABBA   : Hermitik olma koşulu 

 

     *ˆ,,ˆˆ,  AAA   : Hermitsellik ve skaler çarpımın eşleniği ilkesinden 

 

    




 dxABBAABBA  ˆˆˆˆˆˆˆˆ, *
 

 

           




 dxABBAABBA 
*

ˆ,ˆˆ,ˆ,ˆ,ˆˆ,ˆ  

 

                                         









  dxABBA  *

**
ˆ,ˆˆ,ˆ  

 

               




 dxBAAB  *ˆ,ˆˆ,ˆ  
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 dxABBAdxABBAABBA  ˆˆˆˆˆˆˆˆ,ˆ,ˆˆ,ˆ **
 ise hermitsel değildir ? 

b)   


 BiABiABiA ˆˆ)ˆ(ˆˆˆ   ;  Hermitsel eşlenik 

 

      ,ˆˆˆˆ, BiABiA    ; Hermitsellik koşulu 

 

    




 dxBiABiA  ˆˆˆˆ, *
 

 

        BiAdxBiABiA ˆˆ,ˆˆ,ˆˆ ***  




 ise   BiA ˆˆ    hermitik operatör değildir. 

 

c)      


 ABBAiBAABiABBAi ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ(  : Hermitik eşlenik 

 

             ,ˆˆˆˆˆˆˆˆ, ABBAiABBAi   : Hermitsellik koşulu 

 

          




 dxABBAiABBAi   ˆˆˆˆ ˆˆˆˆ, *   

          




 dxABBAiABBAi  ˆˆˆˆ,ˆˆˆˆ
*

  

  

    









  dxABBAi  ˆ,ˆˆ,ˆ *

**

   

 

  




 dxBAABi  ˆˆˆˆ *  

 

        ABBAidxABBAiABBAi ˆˆˆˆ, ˆˆˆˆ,ˆˆˆˆ *  




    ise   ABBAi ˆˆˆˆ    operatörü 

hermitseldir denir. 

 

NOT:          ABBAABBA ˆ,ˆˆ,ˆˆˆˆˆ   

    ABBA ˆ,ˆˆ,ˆ
*

  

    ibaiba 
*

 

Bağıntıları kullanılarak işlemler ilerletilmiştir. 

 

 
 

 

Soru 5.5 :  

 Aşağıda matris temsili verilen operatörün özdeğer ve özvektörlerini bulun : 
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Çözüm 5.5 : 

 =özdeğer ise; 

 

0
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 Â   : Özvektör bağıntısından ; 
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i1   değeri için ; 

   2121           011     ccicci   

   2121           011 ccciic   

 
2

2

2

1 cc     ve  12 c   dersek ic 1   olur. 

 

i1    özdeğeri için yine ; 

 
2

2

2

1 cc    bulunur ve 12 c   dersek ic 1  olur. 
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Soru 5.6 :  

 a) aşağıda matris temsili verilen iki operatörün sıra değiştirdiğini gösterin b) Ortak özdeğer ve 

özvektörleri bulun. 
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2/3         2
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Çözüm 5.6 : 

a)   0,  BAABBA  
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AB    ise ; 

  0, BA   ; yani, sıra değiştirir operatörlerdir. Öyleyse, bu iki operatör aynı anda kesin ölçülebilir. 

 

b)   aA     ve    bB     eşitliklerini gerçekleyen bir    özvektör tanımlanır ise ; 

 

     baBAaBBAaBAB                 )     (  

     abABbAABbABA                 )     (  

     0,            BABAABBAabAB     olmalı ise; 
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a

a

A   ise ;  özdeğerleri ; 
2

2

2

3
2,1 ia   
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3
1 ia    için  ;  
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32
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   için  
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   için  
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c
   olur. 

 

 
Soru 5.7 :  

 Â  ve B̂   operatörleri 0ˆ 2 A ,    1ˆˆˆˆ   AAAA ,    AAB ˆˆˆ    bağıntılarıyla tanımlanıyor. 

 1ˆ 2 B   olduğunu gösterin. 

 

Çözüm 5.7 : 

    1ˆ,ˆˆ,ˆ   AAAA  

    1ˆ,ˆ1,ˆ.ˆ   AAAA  

  1ˆ1,0  B  

            1ˆ B  
 

 
Soru 5.8  :   

xxp   operatörünün hermitik olmadığını, ancak   2/xpxp xx    operatörünün hermitik olduğunu 

gösterin (Bu tür fiziksel büyüklüklerin beklenen değerini hesaplamak için önce böyle simetrik 

hale getirmek gerekir.) 

 

Çözüm 5.8 :  
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    ,ˆˆ, xx PxPx     ise hermitsel değildir. 
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ˆˆ xPPx xx    ise hermitseldir. 

 

 
Soru 5.9 : 

  Hermitik bir  Â :  operatörü cinsinden 

 
iA

iA
U






ˆ

ˆ
ˆ  

operatöru tanımlanıyor.  1ˆˆ UU    olduğunu gösterin. 

 

Çözüm 5.9 :  
 AA ˆˆ    hermitsel operatör ise ; 

 1
ˆ

ˆ
.

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ
ˆˆ 
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UU   

 

 
Soru 5.10 : 

 a)  xVmpH  2/2
   hamiltonyeni için 

    mHxx /,, 2  

olduğunu gösterin. 

c) H operatörünün özdeğerleri nE   ve özvektörleri nu   ise 

  mxEE
m

nmnm 2/22
  

olduğunu gösterin. Burada  nmnm xuux ,   matris elemanıdır. 

 

Çözüm 5.10 :  

 a)  V
dx

d

m
V

m

p
H 




2

222

22
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    HxxHHx ,  
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m
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b)   mPn
m

i
mxnEE xnm


    biliniyor ise,  ve nxmmxn 

*

 x’in hermitsellik 

özelliğinden; 

  

    

















11

   
m

x

m

nm nxmmPn
m

i
nxmmxnEE


 

 

 

     







 





nxmmPn
m

i

m

x       
1


 

 

 (I)    




         
1

2

nxPn
m

i
mxnEE x

m

nm


     bulunur. 

 

Baştaki denklemede;  mn ,      nm     yapılır. Ve de yeniden, m üzerinden toplam alınıp, sağ 

taraftan bu sefer de          mxn    ile çarpılır ise; 

 

 (II)    




nxPn
m

i
nxmEE x

m

nm

2

1

       bulunur. 

    

I ve II de bir daha nmmn  ,      yapılıp taraf tarafa toplanır ise; 
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i
mnEE xx
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m
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sonucunu elde ederiz. 

 

    

 

 
Soru 5.11 :   

Antihermitik bir operatör AA 
  olarak tanımlanır. Antihermitik operatörlerin özdeğerlerinin 

sanal olduğunu ispatlayın. Farklı özdeğerlere karşılık gelen özvektörler dik olur mu ? 

 

Çözüm 5.11 :   

nnnA     özdeğer denkleminde n   A değişkeninin  n   özdeğerine karşılık gelen özvektör ise; 

Hermitsel bir operatörün reel olduğunu biliyorduk; 

 

    ,, AA   

 

 








 dxAdxA 
**

   A reel olmalıdır. 

 

Antihermitsel bir operatör ise; 

AA 
  AA 

 ve   AAAA  **
      olarak bulunur. 

 

Aynı zamanda; 

   nnnnnnnnnn AA  ,,)()(   

n   normlanmış  ise;    AA nnn   ,   elde edilir. 

A sanal ise, <A> da sanaldır. Öyleyse ; 

 An saf bir imajiner sayı olmalıdır. 

 

Farklı özdeğerlere karşılık gelen özvektörleri dik olur mu?; 

         nmnnmnnmnm AA  ,,  

       

mnnmnnmnnm AA  ,,),( *

,

***
 

    mnnmn A  ,)(, *    bulunur. 

 

Ve diğer bir özdeğer denklemi olarak; 

    mnmmn A  ,,    yazılır 

 

Ve de bunlar taraf tarafa toplanır ise; 

       mnmnmn AA  ,, *     bulunur. 

Antihermitsel bir operatörün özdeğerinin sanal olacağını az yukarıda göstermiştik. Öyley ise; 
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   mnmn  ,0   

 

    0 ,  nmmn    olur. 

 

  
 

  
1,),   (   

0),  (   
                0 ,










nnmn

mn

mnmn
isenm

isenm




  

yani antihermitsel bir operatörün özvektörleri mn    hali için dik olabilmektedir. 

 

 
Soru 5.12 :   

  0, BA   ise     0, BAn
  olacağını ispatlayın. 

 

Çözüm 5.12: 

      ),(),   (      0),(,, ABBAABBABA   

         ,),(),(   ABABBA A ve B hermitseldir. 

 

Öyleyse; 

      nnn ABABBA ,)(,,  
   ise 

      0,,,  nnn ABBABA  olur. 

 
Soru 5.13 :   

Herhangi üç operatör için 

          0,,,,,,  BACACBCBA  

olduğunu gösterin 

 

Çözüm 5.13 : 

         CBABCACBBCACBA ,,,,,   

             BCABACCBACABCBA , ,  ,,,,   

         BACACBCBA ,,,,,,   

          0,,,,,,  BACACBCBA   Olarak bulunur. 

 

NOT : 

        CBAABCAACBCBACAB  ,,  

BACABCBCABAC   

 BCAABCBCA ,)()(   

     BCAACBAABCBCABAC )()(,,   

CABACBCBACAB   

 CBAACBCBA ,)()(   

 
Soru 5.14 :  

 Açısal momentum vektörü  L


  nin bileşenleri 

 yzx zpypL   zxy xpzpL   xyz ypxpL   

olarak tanımlanır. 

 a) Bu bileşenler arasındaki sıra değiştirme bağıntılarının  

   zyx LiLL ,     xzy LiLL ,     yxz LiLL ,  
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olduğunu gösterin 

b) 
2222

zyx LLLL   operatörünün herbir bileşenle sıra değiştirdiğini ispatlayın 

 

Çözüm 5.14 :   

  a)   xyyxyx LLLLLL ,  
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 yLi
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d
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d
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 2

 

 

b)       0,,, 222  zyx LLLLLL  olur mu bakalım. 

      0,,,  zzyyxx LLLLLL  

         xzxyxxxzyxx LLLLLLLLLLLL ,,,,, 2222222   

         zxzxzzyxyxyy LLLLLLLLLLLL ,,,,0   

        zyyzyzzy LLiLiLLLiLiL    

    0,2  zyyzyzzyx LLLLLLLLiLL   
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Ve aynı şekilde; 

    0,, 22  zy LLLL  

olduğu görülür. 

 

 
Soru 5.15 :  

 A  ve  B  fiziksel büyüklükleri hareket sabitleri ise, yani   0ˆ,ˆ AH   ve    0ˆ,ˆ BH   ise, bunların 

komütatörü  BA ˆ,ˆ   ye karşılık gelen büyüklüğün de hareket sabiti olacağını ispatlayın (Poisson 

teoremi). 

 

Çözüm 5.15: 

       BAHABHBAH ,,ˆ,ˆ,ˆ   

       0 BAHHBAABHHAB  

                         HABABHBAHBHAAHHA )()())()(   

                            BAHHBAABHAHBBHHB  )(  

 

 
Soru 5.16 :  a genişliğindeki sonsuz kuyu potansiyelinde bir parçacığın dalga fonksiyonu 

  
a

x

a

x

a

x
x




5
sin2

3
sin2

2
sin)(   

olarak veriliyor. 

a) Bu dalga fonksiyonunu normlayın. 

b) Enerjini beklenen değerini bulun. 

c) Parçacığın  2/,0 a   aralığında bulunma olasılığını hesaplayın. 

 

Çözüm 5.16 : 

a)  
a

dxxN
0

22 )(  

 

      





a

a

x

a

x

a

x

a

x

a

x

a

x

a

x
N

0

2222 5
sin

2
sin4

3
sin

2
sin4

5
sin4

3
sin4

2
sin


 

 

 dx
a

x

a

x






 5
sin

3
sin8  

 

 








 iseba

iseba
bxdxax

      2/

          0
sinsin

0




     bağıntısına göre; 
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2
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5
sin4

3
sin4

2
sin

0

2222 aaaa
dx
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  olur.                         
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 5
cos
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cos

62
cos
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 5
sin25
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sin9
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c) 
2
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4
4

4
4
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2
2/

0

2











aaa

a
dx

a

  

 
Soru 5.17 : 

 r


   dalga fonksiyonunun    )()()(   rRr


  şeklinde üç ayrı değişkenin fonksiyonu olarak 

ifade edilebileceğini biliyorduk. 

 Bunlardan )(rR   fonksiyonunun diferansiyel ifadesi 

 02

2

2

 yW
dx

yd
   

 

Şeklinde verilmiş ise bu ifadenin wxBwxAY cossin    şeklinde ifade edilebileceğini frobenius 

(seri) yöntemi ile gösteriniz. 

 

Çözüm 5.17 : 







0n

kn

n xay    gibi bir seri çözümü önerelim ; 

 

  
n

kn

n xkna
dx

dy 2
 

 

 
n

kn

n xknkna
dx

yd 2

2

2

)1)((  
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0)1)(( 22   

n

kn

n

n

kn

n xawxknkna  

 

   3

3

2

210 xaxaxaaxxaxy n

k

n

n

n

k
 

 

    2

2

2

2

1

1

21

10

22 )1)(2(1)1(. kkkkkk xawxkkaxawxkkaxawxkka  

 0)2)(3( 3

3

21

3   kk xawxkka  

 

      1

31

2

20

21

1

2

0 )2)(3()1)(2()1()1( kkkk xkkaawxkkaawxkkaxkka  

   0)3)(4( 2

2

2   kxkkaw  

 

Toplamın sıfora eşit olabilmesi için ayrı ayrı tüm katsayılar sıfıra eşit olmalıdır. Öyleyse ; 

İndis Denklemi için; 

  

0)1(0 kka    olmalı   ;  )   0( 2 içinxk 
 

1,   0 0)1(    00  kkkka    olur. 

 

0)1(1 kka   olmalı ;    içinxk   01 
 

0)1(      0 1  kkak  

0   ,   0)11(1      1 11  aak     olmalı 

 

Öyleyse;  k=0,1,   ,00 a    01 a       

 

0)1)((
0

2

0

2  









n

kn

n

n

kn

n xawxknkna  

 

 n=j+2     n=j 

    012
0

2

2 








j

kj

jj xawkjkja  

 

0)1)(2(       0 2

2  



jj

kj awkjkjax    olmalı ise; 

 

  12

2

2



kjkj

a
wa

j

j  :  Katsayılar için tekrarlama bağıntısı elde edilir. 

 

0.........            0            0 75310  aaaavea  

0........321  aaa    olur. 

 

k=0 için ; 
)1)(2(

2

2



jj

a
wa

j

j  

 

0a    biliniyor ise ; 
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j=0   
1.2

02
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a
wa   

j=2     
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j=4      
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Bu görüntü genelleştirilir ise ; 
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wxay cos0               sonucu elde edilir. 

 

k=1        

)2)(3(

2

2



jj

a
wa

j

j      ve  00 a    için 0a   biliniyor ise; 
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a
w

a
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Bu görüntü genelleştirilir ise; 
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0 wxwx
xw

w

a
y  

 

wx
w

a
y sin0   sonucuna ulaşılır. 

 

wxaxy cos.)(1   wx
w

a
xy sin)( 0

2   ise; 

wx
w

a
wxaxycxycy sincos)()( 0

02211   

wxBwxAy cossin   Nihai denklemi elde edilerek ispat gerçekleştirilmiş olur. 


