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GIRIS

Bu calisma kuantum mekanigine giris niteliginde olan konularin bazi 6rnek problemleri ve
¢oziimlerinden olusmaktadir. Bu konular bes baslik altinda toplanmustir.

I.  Isigin Kuantalanmas:

II. Madde Dalgas1

III.  Scrodinger Denklemi

IV. Potansiyel Kuyular

V. Kuantum Mekaniginin Genel Formalizmi

I. Isigin Kuantalanmasi :
Bu baslik altinda Max Planck’in 151k kuantlari tezine dnciiliik etmis olan “kara cisim 1s1mas1” olayindan
baslayarak “fotoelektrik olay” (A. Einstein), “Compton Olay1” (Compton), “Alfa Sagilmas1” ve atom
modeli (E. Rutherford), atom spektrumlarinin kuantal agiklanmasi (N. Bohr), madde dalgas1 kavrami
(L. deBroglie) olaylarina 6rneklik edecek bazi problemler ve ¢oziimleri yer almaktadir.

II. Madde Dalgasu :
Compton olay1 151810 kuantal, Lois deBroglie ile 15181n dalga hareketi gozlenmektedir. Ve buradan dalga
parcacik ikilemi giindeme gelmektedir. Iste bu kuantum mekaniginin baglangig noktasini olusturmakta
gerekli olan dalga denklemleri, dalga paketi, dalga paketinin hareketini ifade eden fourier seri acilimi,
fourier integrali ve de son olarak belirsizlik ilkesinin bazi pratik Srneklere uygulamalarini igeren
problemler ele alinmistir.

ITI. Schrodinger Denklemi :
Scrodinger dalga denklemi kuantum mekaniginin bel kemigini olusturmaktadir. Bu denklemin
kullanildig1 olasilik yorumu, dalga fonksiyonun normlanmasi, olasilik korunumu, beklenen deger,
dirakdelta fonksiyonu ve de bazi operatorlerin kullanum uygulamalarini iceren problemler bu baglik
altinda ele alinmistir.

IV. Potansiyel Kuyular :
Schrédinger denkleminin atomik boyuttaki uygulamalarini igeren potansiyel kuyular1 ve bunlara dair
hesaplamalar ve de harmonik salinici uygulamalarina bazi Ornek problemler ve ¢oziimleri
gosterilmistir.

V. Kuantum Mekaniginin Genel Formalizmi :
Kuantum mekanigi en bastan beri bir kendisine yeni bir formalizm olusturmaya baglamigtir. Oncelikle
Newton hareket denklemine karsin Schrodinger dalga denklemi kurulmustur. Ve kuantum
mekaniginin daha karmagik problemlerinde islemleri kolaylagtiracak, bazi iligkileri daha kolay
gormemize yarayacak bir formalizm gelismistir.

Iste bu baslik altinda bu 6zel matematik yontemlere 6rneklik teskil edecek problemler ve ¢oziimleri
gosterilmektedir.

Not : Problemlerin ¢éziimleri tamamen bu bitirme ¢alismasinin hazirlayicisi olan 6grenciye aittir.
Dolayisiyla problemler hakkinda yapilan yorumlar da 6grenciye ait olup uzman bir insanun ¢alismasi
olarak degerlendirilmemelidir.



1.ISIGIN KUANTALANMASI

Soru 1.1:
Sicakligir 5S000K olan bir kara cisim en ¢ok hangi dalga boyunda 1g1ma yapabilir.
Coziim :
Spektral dagilim fonksiyonu (u(v)) grafiginde /me olan bdlgenin altindaki alan MAXIMUM dur.

Yani, lmx dalga boyu 1s1mimin en yogun oldugu bolgeyi ifade eder. Oyleyse;

ﬂ,max T=29.10° mK : Wien yer degistirme yasast
2,9.10° mK . ,
o = — ——————=0.58.10°m = 5800 A
5000K
Sorul.2:

Bir niikleer patlamada sicaklik bir anda 107 K olabilmektedir. Maksimum radyasyonun hangi dalga boyunda
gelebilecegini bulunuz.

Coziim 1.2 :
Maksimum radyasyon, sicakligin maksimum oldugu anda yaymlanir. Bu; toplam 1sima enerjisi (#(V))

egrisinin altindaki alan olarak tanimlanirsa yine wien yer degistirme formiiliinden

-3
A -T=29.10"mK - A_ = M =29A
10" K




Soru 1.3 :
Kobalt elementinden bir elektron koparmak icin 3,9 eV enerji gerekir. (a) A=5890 A olan sar1 1g1kta
fotoelektrik olay gerceklesir mi ? (b) Kobalt i¢in esik dalga boyu ne kadardir.

Coziim 1.3 :
(a) Enerji korunumundan faydalanilir. Gelen fotonun enerjisi > Is fonksiyonu =

E="
A

b 6,62.107*j.5.3.10°m/s

1,6.10™"° -/ 5890.107'°
eV

=2leV < (W =39¢V)

ise fotoelektrik olay ger¢eklesmez.

he ,
b) W= olmali ise ;
esik
34 -8
A= 6,62.10 ].S.2,99Z?3.10 m/s 318010 m=3180.1
39¢V.1,6.10"° j/eV
Sorul4:

Cinkonun is fonksiyonu 4,24 eV dur. Dalgaboyu 2000A olan bir 1sin ¢inko tizerine diisiiriiliiyor. (a)
Esik dalgaboyu ne kadardir? (b) Koparilan elektronlarin maksimum kinetik enerjileri ne olur? (c)
Diisen radyasyonun 1s1ma giicii 3.0 W/m? ise 1m? alana 1 saniyede diisen faton sayis1 ne kadardir.?

Coziim 1.4 :
-34 . 8
2 W = hc _ 6,62.107" j.5.2,99793.10°m/ s _40deV
esik /Iesik
10
i - 12403,9.10 "melV _2026 A

4,24eV

h
b) Enerji korunumundan ; 70 =W + E, yazarak

12403,9.10 " meV
2000.10""m

=424eV +E, - E, =19 eV

sonucunu buluruz

o /4 J 1 .
¢) Isima giicii =3,0.— =3,0—— ise
m SN m



30 J 1 Lo Tg? 3.0J
0= —.1sn.Im T
Tanecik says1 = —>/ /" =3'0J= 1,6.10 J_l/OeV =3.10"" adet
E ron he  12412,5.10" meV
A 2000.10""m

Sorul5:
Dalgaboyu 0.80A olan bir foton ardarda iki serbest elektronla carpismaya ugruyor. Foton birinci
carpismada 60° ve ikincide 53° sapiyor. Fotonun son dalgaboyu ne kadardir ?

h
Coziim 1.5 : Compton sagilma denklemi: dh = —— (1 —cos ) ise
m,c

e

34 .
dﬂq=i.(l—cost91)= 6,62.10 " js

— ——(1-c0s60)=0,01214
m,c 911.107 kg.3.10°m/s

A'=A+dA=080 A+0,0121 A=0,8121 A : ilk sacilma sonucu

34 .

dr= L (1-cos) = OOZIOTIS o053y 20,0096
m,c 9,11.107 kg.3.10°m/s

A"=A"+dA,=0,8121 +0,0096 = 0,8217A : ikince sacilma sonucu

Soru1.6:

Baglama enerjisi (yani serbest hale ge¢mek i¢in gerekli enerjisi) 0.85 eV olan bir enerji seviyesinde
bulunan bir elektron, uyarilma enerjisi (yani, taban durumu ile bu durum arasindaki enerji farki) 10.2
eV olan bir duruma gegis yapiyor. (a) Bir enerji diagraminda bu olay1 gosterin (b) Yayinlanan fotonun
dalga boyunu bulun.

Coziim 1.6 :
a) n Ex=-0.85eV
f/h 1%
n=2 A E>=-3,4eV
10,2 eV
n=1 v Ei=-13.6eV

b) Baglanma enerjisi daha diisiik olan bir yoriingeden daha yiiksek baglanma enerjili bir alt
yoriingeye inilmistir. Yani , kinetik enerjisi azalmis ve bu enerji farki foton olarak yaymlanmistir.

34 . 3
AE=FE, —-E, = 2,55eV :h_c S A= 6,62.10 ].S.3_.1190 m/s
A 2,55¢V.1,6.107 j/eV

=4868 A

Sorul.7:
Taban durumundaki bir Hidrojen atomu 18.0 eV enerjili bir foton soguruyor. Serbest kalan elektronun

hizini bulun.



Coziim 1.7 :
Taban durumundaki hidrojen atomu elektronunun enerjisi

E, =-13,6eV ise E, =18,0eV —13,6eV =4,4elV

1

En
Eo=omV} =44V

E kinetik enerjisinin baglanma enerjinin agilmasi i¢in kullanilan enerjinin artakalamndan

olusur.

~19 .
v :\/S,SeV.l,GlO 1V 24 10° mis

9,11.107 kg

Soru1.8:

Taban durumundaki bir hidrojen atomuna diisen bir foton, atomu iyonlastirtyor. Serbest kalan
elektron, ilk uyarilmis durumunda bulunan bagka bir hidrojen iyonuna (yani, protona) rastlayip bagh
duruma geciyor ve bu sirada dalga boyu 466A olan bir foton yayinliyor. (a) Elektronun serbest
durumda iken enerjisi ne kadardir ? (b) ilk fotonun enerjisi ne kadardir ?

Céziim 1.8 :

a) B2 =E,,, —136ev=E;

foton

—13,6ev

he 6,62.107 js.3.10%m/ s
]%oton == 10 / 19 . = 26,6eV
A 466.107 "'m.1,6.107" j/eV

b) E}gmn = E_}%m” =26,6e) olmalidur.
Soru1.9:

20 kV luk bir katot tiipiinde hizlandirilmis elektronlarin de Broglie dalga boyunu hesaplayin.

Coziim 1.9:
A h h h De Broglie dalgab
=—= = . De broglie dalgaboyu
p ~2mT \/2mequ(volt) 8 BTy
1o 6,62.107" j.s
\/2.9,11.10’31kg.1,6.10’19C.2O.103eV.1,6.10’19j/eV
A=0,0217m
Soru 1.10:

20°C de ortalama termal enerjiye sahip nétronlarin de Broglie dalgaboyu ne olur ? (Not: T

3
sicakliginda ortalama termal enerji Ek s kadardir)



Coziim1.10: E/ —%kBT :%.1,38.1023]'1(1 (20+273)K =605,51.107% j

ort —

h h
A=—=—Fr— : De Broglie dalga boyu
P \2mE"
6,62.107* js

A =0,147 nm

J2.1,67.1077.606,51.10 |



2.Madde Dalgalarn

Soru2.1:
Bir dalga paketinin grup ve faz hizlar1 arasinda

v=v, 2%

g ' f da
bagintisi oldugunun gosterin
Coziim 2.1 :
— M e W=k vede k=2F & k=" i)
¢ dk A A
d 2[dv, 2 d
v, = (v k)= | =Ly o (R
=) 2;{611/1 27t

Soru2.2:
Derin suda olusan dalgalarin faz hizi

b - ﬂ_sabit
TN pr 2

bagintisiyla verilmistir. Suda olusan dalga paketinin grup hizi ifadesinin bulun.

Coziim 2.2 :

V,=V,- ﬂd—; yukarida bulunmustu.

v 2ry  sbt A e
= = = 1
TN pA Vi

pooA _,dfA) 4 M1 _ 43
&2 di\ 1 A 227 Ja2
Soru2.3:

Serbest bir pargacik icin relativistik enerji bagintis1 £ = mc’ kullanildiginda grup ve faz hizlan
arasinda

2
v, =—
s
Ug
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bagintis1 oldugunu gosterin. Pargacik i¢in 0, < ¢ olduguna gére v, > ¢ olusunun fiziksel bir anlami
var midir ?

w(k) dw

— v

el

Cozim2.3: V, = =

E
Vede; E=hw > WZ% ve P=hk > k=§ biliniyorsa

yy wdw_E/h dE_EdE_E d (P
"¢ kdk P/h'dP PdP PdP\2m
2 2
VeV, :Eﬁzmc =c’ > v, =& olarak bulunur.
Pm m

4

V, : Gurup hizi<c : Isik luzi oldugu belirli olduguna gore

C2
V, =——>csonucu gikar. V', tanimindan bilindigi gibi dalga paketi icerisindeki bir noktanin cizgisel
g

hizidir. Ancak, sadece bir tanimlamadir ve fiziksel bir anlami yoktur.

Soru2.4:
Bir iletken kanal i¢indeki elektromagnetik dalgalarin dalgaboyu ile frekansi arasinda

c
A=t
V=V,
bagintis1 vardir. Burada c 151k hizi, v, sabit bir karakteristik frekanstir. Bu dalgalarin faz ve grup

hizlar1 ne olur ?

Coziim 2.4 :
w(k) 2rzv v’
Ve :T:z:lvzc T, bulunur.

0

A

2
C
(2.3) sorusunun sonucu olan Vg = — ifadesinden de

Vf
2 V22
Vg =—=c 5 olarak bulunur
Vf 14
Soru 2.5:

[-a,a] araliginda tanimlanan asagidaki fonksiyonlarin Fourier seri agilimini hesaplayin:

a) f(x)=x, b) f(x)=[x|, o f(x)= e



Coziim 2.5 :

0
nux . hnx . .
a) f(x)=a,+ Z[an COST +b, sin 7} : forier seri tanim

n=l

a,=c, a,=c_,+c, b =ilc,6 —c,)

1 T —inmx/a
C =— Idx w(x)e™ ' tarmlarim kullanirsak ;
a —a

a
a

a a
C = L J.dxxe—inizx/a :i xe—in;zx/a B _ J. —a e*imzx/adx
2a°, o - \inx

2a inm

a
Cn :L ae—inm/a ‘_a +aein7m/a ‘_a + .a ‘_a efinﬂzz/a
2a inm int inz\inw »

11— a2 . . a2 . .
Cn [ . (e InwT + el}’lﬂ')+ > 5 (e 1IN _elrlﬂ')
2a| inx nr
. —inm inx . —inz inz .
ai (e +e ai (e —e i i .
C,=+— +—— . =—~Cosnrz +—— Sinnrx
nmw 2 nr 2i nmw nr
ix —ix ix —ix
e’ +e . e’ —e
CosX = T, SinX = 2— kullarldi.
i

n=0 degeri i¢in tanimsizlik oldugu i¢in limit kullanacagiz.

. 2 .
.. nmcosnm+snnx, .. (mcosnm—nz”Sinnx+mcosnc
Im ai( - )=11maz( > )=
n—0 nr n—0 2nrw
2 2 3 2
. . —r smnrx— (7w smnr+nm cCosnm)—m’ sinnx
lim ia( > )—=>0 = C, =q,
n—0 271'
|| nmcosnz+sinnr N COSNTT + SN nT
a,=C_ +C, =ai +
2 2 2 2
n-iw _ n-iw _
n=—n n=n

a =ai 5 =0

n

_[—nﬁcosnﬂ—sin nrw N N COSNT +sin I’l/T:|

I’l27Z2 7’1272'

. —NTCOSNT—SN N NI COSHT—SIN N
bnzl[c—n_cn]__a 2 2 - 2 2
n°rw nr

11



12

2a . 2
=——(nmwcosnmw+sinnr)=—
nzw T n

n

f(x):aﬁz[an cos" ™ 1, sm@}zz—“zﬂsm@

f(x):z_a(_sin E_Flsinz_ﬂx_lsin 3ﬂ+j
V2 a 2

1 f —inmx/a 1 —innx/a
b C, =Z_J;dx1//(x)e ‘e = > Idx|x|e !

C,= (cosnzr+n7rsin nx—1)

22
nw

]ian—>%=C0=a0

n—0

a,=C_,+C, =—— (2cosnz +2nzsin nz —2)
nr
0 n=24,6
a .
an=ﬁ(cosn7r+n7zsmn7r—l)= —4q
nrw > 3 I’l:1,3,5
nr

f(x)—a0+2a cos 2 4 b sin 22
n=1 a a
a 4a & 1 nx
X)=——— —COS—
SO =5 & s,
f(x):£—4—a(cos—+lcos3—+—c 55—+ )
2 a a
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Soru 2.6:
Asagidaki fonksiyonlarin Fourier transformunu hesaplayin :
X |x| <1 ise |x| |x| <1 ise
a) f(x)= . b) f(x)= .
0 |x| >1 ise 0 |x| >1 ise
1—|x| |x| <1 ise
9 f(x)= :
0 |x| >1 ise
Coziim 2.6 :
d(k)= jdx w(x)e ™ : w(x) “in forier transformu

a) g(k)= def(x)e“‘" = ]-ldx.O.e'ikX + j[dx.x.e"‘" + de.O.e'ikx
S et 5 1

S ik ik L ik ik :
¢(k):& e +e _2_2 e’ —e :Zi(COSk—szkj
k 2 k 2i k k

© 0 1

b) ¢(k)= ]zdxf(x)e_m = fO + j|x|e_i“dx+ J-O = I—xe_i/“dx+ Ixe_ihdx
—o0 —0 -1 -1 0

1

7 —1 0 0 . -1 7 —1 2o . -1

= (— xe kx —j + Ie_ ka('—jdx +|| xe —j — Ie_ lkx(‘—de
ik ), ik ik ), % ik

. ¢ T
_ L ik J{e—zkxi} +e—ik+|:e—lk)€i
k k., k]

P(k) = %COSk_k%Sin k= 21.(1. cosk N 51]1;21()

(=)

0 $k)= def(x)e-"b‘ = _f0+ j(l —|x|Je*dx + To



P(k)= j S dx — I|x|e_”“dx = é(e"ik —eik)—(%cosk - kism kj

-1

o(k)= [sm k—zcosk+lsm kj :gsin k(ﬂj—zcosk
k k k k

14

Soru 2.7 :
- b 1
Genlik dagihm1 @(k)=e P olan dalga fonksiyonunun @(x) = e
J’_

Oldugunu gosterin

Coziim 2.7 :

T dk ;
w(x)= J‘Z¢(k)e’kx denkleminden faydalanacagiz.

k(b+ix) o J(~b+ix)
—b\k\ ik e e
X —dk+
v = I _J; 2 -([ 2r
0 0
_ L k)| 1 K (b +ix)
27(b+ix)  27(-b+ix) .

1
"o T O

—b+ix—(b+ix) _  +2b b 1
27(—=b* —x7) 27z(b2+x) T x+b’

w(x)=

Soru 2.8:
Gauss dalga paketi

1
VO o
[

nin Fourier transformu @(k) nin da yine bir Gauss dagilimi olusturdugunu gosterin.

xZ

ToA2
e 2N

Coziim 2.8 :

o(k)= de w(x)e™ genlik dagilim fonksiyonu tammu ise
tanimlamalar yaparak ara islemleri kolaylastiririz.

ik ]2 i

o= e o = a1
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. bt . . . . .
X——=u — du=dx iseve e” ifadesiher zaman cift fonksiyon ise,

Lz 2 Lz —bu ﬁ 1
o(k)= ae*?’ .2.J.e_b“du =| 2qe*’ e—b =Dae*t’ (0 + Zj
0

© 2 1o, / 2
¢(k)=2—ae4”2 =2 ! .2A et :2—2”A et
b oA 1 T

ise @(k) bir gauss dagilimi olugturmaktadir.

Soru2.9:
Kararsiz bir elementer parcacik olan 77 * mezonunun yariémrii 2,6.10~s ve durgun enerjisi

E, =mc’ =140MeV dir.
a) Bu parcazigin durgun enerji degerindeki bagil hatay1 (AE /E ) bulun.
b) Bu islemi, durgun enerjisi 765 MeV ve yariomrii 4,4.10*s olan p mezonu igin tekrar

edin

Coziim 2.9 :
ho 1,054.107 js

oA 20610%, ~ 020107
2,6.107s

a) AE.Al‘:g —> AE=

26 -
AE_ 0201077 g3 109

E  140.10°L,6.10"°

ho 1,054.107 s
2At 24,4105

b) AE= =0,12.10"";

40 -
A __OI210 7 _gg010;

E  765.10°1,6.10"

Soru 2.10:
A parcaciginin durgun enerjisi 1236 MeV olup standart sapmas: 120 MeV dir. Bu parcacigin

yaridmrii en az ne kadar olabilir ?

Coziim 2.10 :
Standart sapma bize enerjisindeki belirsizligi ifade eder.

ho 1,054.107 s

= L —=55.10""s
2AE  120.10°,6.107"

AE.At=% —> Art=
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3.SCHRODINGER DENKLEMI

Soru 3.1:
[— a,+a] araliginda y(x) = A(COSE + 1) dalga fonksiyonu veriliyor.
a

a) Bu fonksiyonu normlayin
b) Ax veAp belirsizliklerini hesaplayin

Coziim 3.1:
a) '”l//(x)|2 dx =1 : Normlanmis y'nin bulunma olasilig

a a a

a 2 a 2
N? = J.Az(COSE-Fl) dx:2A2J.[cosE +2cosﬁ+1]dx
0

N a2 Fasin 229, m@_ﬂ}
| 2 a 4r ar 0

N? =247 L 4 sin 27Z'i+2sin7Z'£+a—(0+0+0+0):|=3/12a
| 2 4 Vs

L= cos®
l//(x)—Nl//(x)—@(Cos +1j

a

b)AXZ\/<X2>—<X>2 AP=\/<P2>—<P>2 ile tanimli ise

<X >= I x|l//(x, t)|2dx : Beklenen degeri, tek fonksiyonun integrali olmas1 sebebiyle
sifira esit olur. Ayni durum <P> beklenen degeri igin de gegerlidir. Oyleyse biz < X > ve <P>>
degerlerini arayacagiz.

(x?)= I 2y (x, 1) dx = 2j 2(@(cos;+ljj2dx

—a

<X2> :%sz cos’ de+2j.x2 cosﬂdx+]{x2dx} :%(I1 +21I, +I3)
a

0 a 0 a a

j Zx( sin 2—7“ ijdx
4

L =[x Ed( (2 mz_ﬂx_jj
a 2

0
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+ 2
2 3 4rx 127
I :J.x cos X dx = x?sin 22 4 I2xs1n——dx
0 a a rl, ar
a a3
I, =— {xcos—} J‘—cos—afx——2
7’ 0 V4
a 3|4 3
I, :Ixzdx:x— =2
0 3 0 3

<X2>:%(11 +21, +I3):a(292 +1)

a T

a dx a

<P2> = ]l-p2|l//(x)|2dx = —g j'(cosE +ljd—22 cosﬂ+ljdx

—a

<P2> = _h—z(—a—zj[jcosz X dx+ j.cosgdx E%(Il +1,)

a a
-a

—a
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Soru 3.2:
Tek boyutlu uzayda bir parcacigin dalga fonksiyonu

ipox/h
elPo

y()=——=

X)=—F—
Vx?+a’

olarak veriliyor (A, a ve p, reel sabitlerdir.) a) Dalga fonksiyonunu normlaymn A sabitini bulun. b)

Parcacigin x konumu o6lgiildiigiinde [—a/\/g ,+a/\/§ J araliginda bulunma olasilig1 nedir ?. c)

Momentumun beklenen degerini bulun.
Coziim 3.2 :

a) jdx|w(x,t)|2 =1

1= jl//l// dx=A? I ! ePx !t gmipoxlh =A2T ! dx

2 2
x*+a’ s X +a

” Az P A°
= —_ ] —-—— =—7
. al2 2 a

1= {Az larctan f}

a a

1=t
V4
o 2a(1 x|
w(x) dx= X =—| —arctan — =— : bulunma olasilig
) [l dx=2 j ~d ( j
B 0 X +a’ T \a alj,
—zpo/h o eipox/h
<) Ply| dx = A* (—]dx
R R e

0

<P>:A2“xz+a dx+zhj

sdx |, xX+a’=u ise
x +a’

= AZE)(l arctan Ej +

ihA tdu AP lhA o
» p — |—=x (hl(x +a2))

—00

2 u a

—0 —0

(P)=——FR=h

Soru 3.3 :
Bir parcacigin mementum dagilim fonksiyonu

,EH
. P

$(p)=
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a 2a
27h x* +a’
ve enerjinin beklenen degerlerini bulun (bu iki fonksiyonun da ¢ift fonksiyon oldugunu gézoniine
alin).

olarak veriliyor. a) Dalga fonksiyonunun y/(x) =

oldugunu gosterin. b) Momentum

Céziim 3.3

ipx

2 y(x)= j (k)" = j d(p)e’

P(a+xi) 0 p(—a+xi) ]

w(x) = 2”” ! {IdPe "o+ [dpe

0
_ et g
27h h| a+xi

a

w(x)=

x+a

= Tz//* (x)(— ih ijy/(x)dx =0
i dx

Clinkit w(x) cift fonksiyon olmasina kargin birinci tiirevi ile ¢arpimu tek fonksiyon verir.

2

(E)= <—m - ﬁ jw*(x{—hz %jw(x)dx

ah ff  4x° 1 a’h r
(S S e

2
dam

(£)-

Soru3.4 :

Dirac dalta fonksiyonu i¢in asagida verilen bagintilarin gecerli oldugunu gosterin:
a) xp'(x) =—p(x)
b) p(/x)=0
o p(x—a)p(x—b)=p(a—>b)
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Coziim 3.4 :

a) % Zf(x)é(x)dx = f(0)=sbt | ise;
Tf () (x)dx + T S ()8 (x)dx =0

[res@de=-[f@)s'@dx ve flx)=x ise

x0'(x)=-56(x) olur

b) O (\/; ): o(t) seklinde Jx =t degisken doniisiimii yapilir ise
0(t-0)=0 ¢#0 (x#0) icindyleyse 5(\/;)2 0 olur.

x=a =0 x=b =0

) 5(x—a):{ §(x—b):{

X#a = x#b = w

{xzazb :O}
O(x—a)d(x—b)= =0(a—b) olur

xzazb =—=oo

Soru 3.5 :

A

A, BveC operatorleri i¢in asagidaki bagintilarin dogrulugunu gosterin
2 |4+B8.¢|=|4.¢|+]5.¢]
b [48.¢|= 4|B.c|+[a.clp
Coziim 3.5 :
o |4+ B.0)= (14 B)C - A+ B)= 4 + BE—CiA-CB=|A.c+|B.c]
b) |4B,C|= 4BC-CaB

A A A A A A AA A A A A AA A

A|B.Cl+|A.ClB=ABC- ACB+ ACB-CAB = ABC - CAB

|48,¢|= 4B¢ - ¢iab = AB.¢c|v |13

Soru 3.6 :
Ehrenfest Teoremleri H = —(h2 / 2m)d2 /dx* +V(x) hamiltonyen operatorii igin
a) lﬁ,xJ:—ihp/m
b) |_[:I , pJ: ihdV [ dx oldugunu gosterin
¢) Buiki bagintiy1 kullanarak
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(p)=m

)

oldugunu gosterin (Bu sonuglardan birincisi parcacigin klasik momentum tanimi p=mv, ikincisi ise,
F=dV/dx oldugu diisiiniiliirse, Newton'un ikinci yasas1 F=ma dir. Bagka bir deyisle klasik mekanik
ancak beklenen degerler i¢in gegerlidir.

Coziim 3.6 :
A h? d? h* d?
Axy=|| ———+V — -V

2 [ x};/ H 2m dx’ jxt//} {x( 2m dx’ jl//}

Aa n | d? d’ n.d
[H,X}//:—2—|:—2(x1//)—x l//:|:_—2_l//

m| dx dx? 2m  dx
2
I:I,fc]z—h—iz—ih£
m dx m

7 B n o 0 oY n &
b APy = - vy | —in Ly —in L | -y
- ( 2m Ox* (X)J( : 8x]w [ : 8xj[ 2m ox* (x)]l//

m ox’ ox 2m ox’ ox X
H,py=ihy— — [ﬁ,ﬁ:iha—V
Ox

d{x)

2a’x:m—
dt

o (P)= [ plw(x.0)

dlp) d (md<X>j:md2<x> = m{a)=(F) =—<fl—z>

di dil dr

dx = '[Om V|t//(x,t) dx = mj;%h//(x,t)




22

4 KUYU POTANSIYELLERI

Soru4.1 :
100V luk bir potansiyel fark altinda hizlandirilan bir elektron demeti 50eV luk bir basamak
potansiyeline gonderiliyor. Yansiyan ve gecen elektronlarin yiizdesini bulun.

Coziim 4.1 :

R

2 2

k—k'
k+k'

:yansima katsayisi ve;

A

. _(RmEjm _[2.9,11.10-31kg.100eV.1,6.10—19J/eV

1/2
=5,12.10"
L (1,054.10 j.s ] J

1/2
k'= (Mj =3,62.10"

hZ
B’ |512-3,62
R=—| =7/—7"—"— =0,029=%3 yansiyan
4] |51243,62
! 2 !
r=MICl o AR T30 0720007 gecen
kAl (k+k') 763876
Soru 4.2:

100e V enerjili bir elektron demeti yiiksekligi 110 eV olan bir potansiyel engeline rastliyor. Tiinelleme
olasiligini hesaplayin.

Coziim 4.2 :

F

A

olasiligini verir.

t= : buradaki ge¢cme olasilig1 bize tonelleme

? V,? sinh 2 aa B
|40 S 0a
4E(V, —E)

1/2 31 19 . 1/2
a_(Zm(VO—E)j _{2.9,11.10 kg(110-100)e/.1,6.10 ]/eV}

n’ (1,054.107* jis)?
a=162.10"
2
T= ‘E = 400? 3 : tiinelleme olasilig
A 4000+ (110)° Sinh~aa

Soru4.3:
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[0, a ] araligindaki sonsuz kuyuda bir parcacigin n=3 kuantum sayili durumda oldugu biliniyor. a) Bu
parcacigin konumunun [O,a / 3] arasinda olma olasiliginin 1/3 oldugunu gosterin. b) Genel olarak,

bir n durumundaki parcacigin [O,a / n] arasinda bulunma olasiliginin 1/n oldugunu gosterin.

Coziim 4.3 :
2 . nnx .
v, (x)= 7 sin 7 : Sonsuz kuyuda dalga denklemi bu ise
a 2 al3
cl2 . 3m 2(x a . 6mx
a) I —sin —| dx=—| =——sin —
o |Va a a 67 a )|,
I{a a 1
=—|———0 (== : a/3 konumunda bulunma olasilig1
a\3 or 3
aln
“o| 2 el 21(x a ™ 1
TN Y| PP s
o |Va a a2|2 2nrx 2 n
0
Soru4.4:
a) Sonsuz kuyu potansiyelinde £, E, ., gibiardisik iki enerji diizeyi arasindaki bagil farkin
AE, 2n+1
E n’

oldugunu gosterin
b) Bagil farkin klasik limitini bulun ve yorumlayin

Coziim 4.4 :
_nk; 't . o y R
a) E, = o 2mL n : Sonsuz kuyu potansiyelinde enerji denklemi bu ise;
m m

_hzﬂ'2 (n+1)2 nr* , W’

L= - n = (2n+1)
2mL 2ml’ 2ml’
AE,  2n+1
— = olarak bulunur.
E, n
2n+1 _ N -
m, ————0 : yani, sonsuzda bagil fark sifir olur. Dolayisiyla birbirine ¢ok yakin
h—>0 N

enerji degerleri s6z konusudur. Ve bu enerjinin siirekliligi seklinde gozlemlenir. Yani klasik fizik
ongoriileri gegerlilik kazanir.
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Soru4.5:

[O, a] araligindaki sonsuz kuyu potansiyelinde n kuantum sayil bir 6zdurumda

A =(x?)~(x = 12(1_ 62j

I’lﬂ'

oldugunu gosterin
Coziim 4.5 :

2 . nm )
v, (x)= ZSln 7 : Sonsuz kuyuda dalga denklemi

2nmx
<X>_jx| (x)|2dx_j-xgsm2@dx—gjx l_cos—a dx
_0 4 _0 a a _ao 5 :
1x2a 1 . 2”7“[ a Ja p 4 s
Ta2), e | ) osm——dx
a 2 0 a a 27’172' 0 02n7z_ a
a 1 2nmx( —a a g . )
M2 =———F(0-1)=—
< > 2 + 27’17[005 a (2]’172')0 2 (27’172’)2 ( ) >
2nmx
<X2>_jx2| (X)|2dx—j'x22s 2@ _2.Tx cos oy |,
_0 4 _0 - _ao 2

_a a
3 2n'x?
2 2 2 2 6
A = (x?) = xzza__a__a__a_(l_
< > < > 3 27t 4 12 n’r?

Soru 4.6 :
asagida verilen V' (x) potansiyeli i¢in Schrddinger denklemini boyutsuz hale getirin.

V(x)=—ax
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Coziim 4.6:
W Oy(x)
2m  ox’

+V(x).w(x) = Ew(x) :Tekboyutta zamansiz schrédinger denklemi bu ise ;

V(x)=—ax igin;

2 2
p=ox = %=0{2;’2 ve V(x)=—ax=——— ise
x
na® d*v  ap v ( 2m 2map
5 Y=Ey > e 372 =0
2m dp” « dp ha a’h
1/3 2 2
2;7%221 a= 2nza ise 221[2—1 Ezha A
ha h a'h 2m

yukarida elde ettigimiz boyutsuz @ ve A degerlerine bagh olarak
2

dy

de + (Z, + p)!// =0 : Boyutsuz Schrodinger denklemi elde edilir.

Soru4.7 :
Tek boyutlu problemlerde bagli enerjili durumlarin dalga fonksiyonmlarinin daima reel olarak
secilebilecegini gosterin

Coziim 4.7 :
Kare kuyuda E<0 bagli durumlari igin;
L. ve II. Bolgede dalga denklemleri;

e 2m|E]| 'y
I/ dx’

a’y =0 =

ox

W, =ce v, =De ™ olarak bulunur.

II. Bolgede dalga denklemi ise;

2mV, —|E 2
K= 2 —Cf{xl';/+k21//20 =
v, = Acoskx+ BSinkx olarak bulunur.

Sinir kosullarindan;

@) 1,//,|x:_a = l//”|x:_a = Ce ™ = Acoska— Bsin ka

= l//11| = De™™ = Acoska+ Bsin ka

xX=a

i) ¥
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(iii) ay, | = ayy = aCe ™ = kAsin ka+ kBcoska
X x=—a dx x=—a
(iv) vy | = Y = —aDe ™™ =—kAsin ka+kBcoska
dx |X:a dx | _,

seklinde dort denklem elde edilir.

2Acoska=(C+ D)e™
2kAsin ka=a(C + D)e™™
2Bsin ka=—(C—-D)e™
2kBcoska=a(C—D)e ™

24coska _ (C+D)e™

2kAsin Ka  a(C+D)e™

— ktanka=«

2Bsinka _—(C-D)e™

= — — kcotka=-a
2kBcosKa a(C—D)e™

Son elde edilen iki denklemin birlikte dogru olmas: miimkiin degildir. Ki ikisi taraf tarafa carpilirsa;

k* =-a’ seklinde sifirdan farkli ve reel k ve & degerlerine kargin celiskili bir esitlik elde
edilir.

O halde bu kartsayilardan birini sifir yapmamiz gerekir. Iste bu serbestligimiz bizi iki yoldan
da daima reel olan dalga denklemi elde etmeye gotiiriir.

a) B=0 = A#0ve C=D olarak ktanka=a ve W, = Acoskxelde edilir.
b) A=0 = B#0 C=-D olarak kcotka=—a , =Bsinkx elde edilir.

Soru4.8:
Diatomik molekiillerin kiigiik genlikli titresimleri i¢in

1
V(x)=—kx*
(x) 2

harmonik salinici potansiyeli kullamilir. Tipik olarak & = 10° jm_2 olur. a) Diatomik molekiiller igin

sifir noktasi enerjisini eV cinsinden hesaplayin. b) Birinci uyarilmis durumdan taban durumuna
geciste yayinlanan radyasyonun frekansini ve dalgaboyunu hesaplayin. bu dalganin hangi tiir (mor
Otesi, kizil Gtesi, goriiniir 151k bolgesi) oldugunu arastirin.

Coziim 4.8 :

Harmonik salinici i¢in genel enerji denklemi;
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Bu sistem bir diatomik molekiil titresimi oldugu igin
1 1 k

a) E =\n+—|aw=|n+—|h,|—
2 2 m

£ =(0+ 1 j 1,054.107 js 10° jm™
" 2)1,6.10" j/eV \3,348.10 kg

=0,18eV
b) E, = [l + %)0,36 =0,54eV

AE=E, —E,=0,36eV
_he _ 6,62.107 js.3.10°m/ s
A A

=0,36eV.1,6.10" j/ eV

A=34,4810"m=344804

8
poe 3A0mIs o g g
A 344804

Soru4.9:
Harmonik salinicinin bir # durumunda <xp+px> beklenen degerinin hesaplayn.

Coziim 4.9 :

—a?x? 12
w(x)= AnH " (ax)e : Harmonik salinic1 dalga denklemi

S _[oA"H : (me_“zxmx(_ ih %jA,,Hn (@x)e ™ dx

2 2.2 2.2 dH 2.2
<xp> = —ihd,’ IHne’“ ! /zx{e“ © 2 . 5 +Hn(die“ * /zﬂdx
o X X

< ! 2.2 2.2 2
<xp> =—ihd,’ Ix[Han e  +H, He"" (—%de

—0

* P
=ax — x=— - dx=—, 4 =
p a a Jr2n!

[
*H L =2nH | : Tiirev bagintist

* J‘dpe_é2 H (p)H, (p)= Jr2r n!d, = :Diklik bagintist
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n+l

1
¥ Hn+l = 2pHn - 2an—1 - pHn = 5 —H  + nH : Tekrarlama bagintisi

(xp)=—i

n*tn- leip dp+ IPH H eipzdp

2 o©

(xp) =

n+l

> A% %
1Hn+1Hnl+nH Hnl e ] - J. IH H +I’lH H ’de
2 2 2

—o0

A2 0105 ) 22 S

—a0

)| -

n
<Xp> 1 o

<px> =—ihA’ IOHne_pz/2 %()cHne_pz/2 )dx

<px> =—ihA} Ier’pz dx + <xp>

—00

(px) = —m( \/Zoénn!j(ﬁ 2l )+ (—ihg]
(px)= —ih(a + gj

<xp+px>:<xp>+<px>:_ih(§+a+§j

2
<xp+ px> = —ih(a + ;nj olarak bulunur.

mw
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5. KUANTUM MEKANIGININ GENEL FORMALIZMi

Soru5.1:

Dalga fonksiyonu uzayimnda birbirine dik i/, ve |, vektorleri veriliyor :

(v, 1,)=0

Bu iki vektor icin Pisagor teoremi
v, ""//2|2 :|'//1|2 +|‘//2|2
nin dogrulugunu gdsterin.
Céziim 5.1
v+l =+ + )
= (0 + (v )+ (12, )+ (w1002)

(¥, 1,)=0 ise; (w,.4,)=(w,,1,)=0 olur
|W1 +'//2|2 =|W1|2 +|‘//2|2

Sorub5.2:

[0,+OO] araliginda verilen
v, =e"’ v, =xe" v,=x"e
dalga fonksiyonlarini ortonormal hale getirin.

Coziim 5.2:

— - 2 - .
v, =e’ v, =xe w,=x"e " ise

!

Y, =V, _(l//zaUl )U1 =xe" _(J.\/ExezxdeUl
0

2 !
Ix"eiax _ I(n+1) _n

+1 +1
a" a”

bagintisi biliniyor ise;
0

(WZaUl): \/ETxe_zxdx = \/E— :Q

1!
21+l 4



_oo 2 2x 2' . 1
b ‘{" T2 g
T o1

— —2x __ _
I, —_([xe —22 =

!

vy =y — (.U U, = (w3, U, U,

(l/j3,U1 ): J.xzeix \/567de = \/EJ.'X]eizxdx = \/5% =
0 0

(‘//3 U,)= J.xze’x 2+/2¢™ (x —%}dx = 2\/5_[[x362x -
0 0

o 2 2x
xedx 12! 1
Izzj—_

2 228 8

0

(W3’U2):2\/5(Il —12):2\/5(2_ ljzg

8

vy =y, — (w3 U U, = (w.U, U,

V2

4

2
x‘e
2

-2x

Jo

30
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=x ‘/_\/_‘x ‘/_2\/_-*( 2)

:xzefx—e——Zefx x—l =e| x* —l—2x+1
2 2 2

Soru5.3:
Bir sonsuz kuyu potansiyelinde bulunan her 1000 adet parcaciktan 100 tanesinin 9E, enerjiye, kalan

900 tanesinin de 64F, enerjiye sahip olduklar biliniyor.
a) Bu sistemin durumunu veren dalga fonksiyonunu kurun ve normlayin.
[O,L/ 2] araliginda kag tane parcacik olacagini hesaplayin

Coziim 5.3 :
a) a, 6zdurumunda bir parcacigin bu halde bulunma olasihigy P(a,) = |U W |2 =

c,l ifadesiyle

n

stiperpozisyon ilkesinin bir sonucu olarak verilmisti.

E,=n"E, genel enerji diizeyi bagitisindan

E,=9E,, E, =64F, olarak bulunur.
100 1
PEy=|C)[ =—=—
E)=c 1000 10
P(E;)= |Cg|2 _ 00 _9 olarak yazilabilir

1000 10
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2 2
hor

2mlI?

[O,L] araligindaki sonsuz kuyuda £, = n’

U,= \/ESm@
L L

oldugu biliniyor ise normlasmis dalga fonksiyonu;

w(x) =ZCnUn =GU; +GU; = \/—\/7 \/7

L/2 L/2
b) p( Lj % dx—jdx( sin? Ty 3 g 8, 6 g I g 8_ﬂxj
2 L L 5L L L

5L
LY 1[x]"? 37T

Ploz|=—2] +=2|2
2) sLl2), sL|2

L
Yani; 1000 tanecikten 200" O’E} araliginda bulunur.

enerjili 6zdurumlarinin

L/2
1.3

1
20 20 5

0

Soru5.4:
Asagidaki operatorlerin hermitik eslenigini alin ve bu operatdrlerin hermitik olup olmadiklarin
sOyleyin:

2 (18- B4) b) A+iB o i(4B-BA)
Coziim 5.4:
a) (1&@ - é2)+ =B"A"-A"B" = —(AJ“B+ — B+A+) : Hermitik eslenik

(¢, (zzlé — éﬁ)]/): ((zzﬂ} - 39121)¢, l//) : Hermitik olma kosulu

(¢, A v ): (121 2, l//)z (l//, 121¢) : Hermitsellik ve skaler ¢arpimin eglenigi ilkesinden

(6.(1- BaYy)= [4" (13- B
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(((21,13’)— (é, 12[))¢, l//)= T— (/Alé — BQ&)fl//dX # ]3¢* (Izlé - Bﬁ)ﬂdx ise hermitsel degildir ?
b) (121 + il%)+ A"+ (if}y = A" —iB" ; Hermitsel eglenik

(¢, (121 +iB )//): ((121 +iB )¢, v ) ; Hermitsellik kosulu
(pavihy)= [ (2 i v

((121 + ié)¢, l//)= T(ﬁ* —iB" )¢*l//dx * (¢, (zgl + lé)//) ise (121 + lé) hermitik operator degildir.

-

o (i(AB-BA) =—ilB* A~ 4B )=i(A'B" 5" 4") . Hermitik eslenik
(¢.(((28- BA)y )= (4B -BAY.y))  : Hermitsellik kosulu

(015~ ) )= [g'i(1B - B2y as

—00

(i(gé_é,a)gj,,,,):_T(i(gé_ég)gj)*wdx

00

~{(a.8) - (8.4) Jprwax

b e—y3

8

~ [-ilBa-aBlyy ax

(l(zaé - éz?l)¢,l//)= Tgﬁ*l(zzlé — l}zzl)y dx = (¢,l(121l§ —éza)//) ise l(/ﬁll} - éﬁ) operatorii
hermitseldir denir. -
Not: (4B-B4)=((4,8)-(5,4)

(4.8) =(8.4)

(a+ib) =(a—ib)

Bagintilar1 kullanilarak islemler ilerletilmistir.

Soru5.5:
Asagida matris temsili verilen operatoriin 6zdeger ve 6zvektorlerini bulun :



Coziim 5.5 :

A =6zdeger ise;

det =0

1-4 i
-i 1-4

(1-AfY +1=0 —> A -21+2=0

—b+~b’ —dac 2++-4 _
A, = = =1+
’ 2a 2
A W >= 2,|(// > : Ozvektor bagintisindan ;

1 ic c, 1-4 i ¢
=1 - =0

—-i 1)\, ¢, -i 1-A )¢

A=1+i degeriicin;

(l—(lJri))c1 +ic, =0 — ¢ =c,

—ic, +(1-(1+i))c, =0 — ¢ =—-¢,

2 2 .
¢, =—c, ve ¢, =1 dersek ¢, =i olur.

A=1—i 06zdegeri icin yine;

_612 = 022 bulunur ve ¢, =1 dersek ¢, =—i olur.

¢ I G -
|l//1 >= = v, >= r |
c, 1 c 1
2
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Soru5.6:
a) asagida matris temsili verilen iki operatoriin sira degistirdigini gosterin b) Ortak 6zdeger ve
6zvektorleri bulun.

Az{z ﬁ/zj Bz(z/ﬁ —1/2}
V3/2 1 172 3



Coziim 5.6 :

a) [4,B]= AB-BA=0

NER 1 (i_ﬁj (_14_2)
S 1B 2 J3 4 2) | 35

AB= = =
£t oy (o)
2 1 V3 i_ﬁj 1

B_A_EE27_(\@4 )

7

N | —

2 2 4

GlB ] (-1+2) (_ﬂﬁ] e

[A,B ] =0 ; yani, sira degistirir operatdrlerdir. Oyleyse, bu iki operatdr ayni anda kesin 6lgiilebilir.
b) Ay =ay ve By =by esitliklerini gercekleyen bir y 6zvektor tanimlanur ise ;

B(A(//)zB(al//) — BAy=aBy — BA!//ZCl(bl//)
ABy)=A(by) — ABy=bAy — ABy=b(ay)
ABy=aby=BAy = [AB—BA|=[4,B]=0 olmaliise;

1a B
A= 2 =0 ise;ézdegerleri;aM:iiiﬁ
V3 T2 2
— l-a
2
V2 +i
342 i
a, =—+i— icin; |, >= = J3 bulunur.
2 2 c,
1
V2 +i
342 G
a,=——1— ic¢in; [y, >= = ﬁ bulunur.
2 2 c,
1
2, 1
ny
B= \/31 2 =0 ise 6zdegerler bu:%
——  \3-b

35
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o [+
b, = icin >=| ' |= olur.
) N |W2 [Czj \/15

Sorub5.7:

A ve B operatorleri A*=0, AA"+A4"A=1, B=A4"4 bagintilariyla tamimlaniyor.

B*=1 oldugunu gosterin.

Soru 5.8 :
Xp, operatoriiniin hermitik olmadigini, ancak (xpx + pxx)/ 2 operatdriiniin hermitik oldugunu

gosterin (Bu tiir fiziksel biiyiikliiklerin beklenen degerini hesaplamak icin 6nce boyle simetrik
hale getirmek gerekir.)

Coziim 5.8 :
<¢,x13xl//): I;gzﬁ*x[—ih c;—fjdx = —ihz¢*xi—l)/: dx
= —Zh[[¢ ], - f‘/’ (¢ x)dx}
T(—zh—x) wdx + j —ing) wdx

xP¢ 1// = T( j wdx = jihx%wdx

00

= ihx¢*t//ho - Tgé* %(ihx t//)dx

- T¢*(—ihxcfl—wjdx+i¢*(— ihy )dx

X



(¢, xﬁxl// )7& (xﬁx W ) ise hermitsel degildir.

) B e

= | (— ihx¢*d—'/’—ih¢*y/jdx
dx

—0

*
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I—ihx¢* = ’ —I—ihl//[%x+¢*de; ise
e - dx

= J(—zh—x +ihyg = ﬂ in —+—( @ )H W dx

dx
xP +Px . o

= % @, | ise hermitseldir.
Soru5.9:
Hermitik bir 121 operatorii cinsinden

- A-
A+i

operatdru tammlamyor. UU" =1 oldugunu gosterin.

Coziim 5.9 :
A=A hermitsel operator ise ;
A A + A
UU+= 1i1—l' {1—1' A—l 1i1+l 1
A+i \ A+i A+i A—i
Soru 5.10:

a) H=p*/ 2m+V(x) hamiltonyeni i¢in
[x.[x, H]|=-1*/m
oldugunu gosterin.
) H operatoriiniin 6zdegerleri £, ve dzvektorleri u, ise

> (E, ~E,)x,,

m

oldugunu gosterin. Burada x,,, = (um ,xun) matris elemanidir.

Coziim 5.10 :

2 2 2
o H=P 4p-—"d
2m 2m dx’

—V
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[x,Hy = (xH - Hx )y

h2 d%// nd(d
S < xp)
2m dx’ 2m dx

h* d’ dy n d[ dt//j
=—X— +x_
2m dx2 2m dx

P m> biliniyor ise, ve <n|x|m>* =<m|x|n> x'in hermitsellik

X

b) (Em -E, )<n|x|m> = %<n

ozelliginden;

1 m=1

[Ms

3
I

P (f]m >< m|j|x|n >

m=1

n>  bulunur.

(I)ZE ~E,)

m=l

|x|m>‘ =

Bastaki denklemede; n—>m, m—>n yapilir. Ve de yeniden, m {izerinden toplam alinip, sag
taraftan bu sefer de <n| x| m> ile carpilir ise;

an i(Em —E,11< m|x|n >‘2 :—i<n<xPx >n> bulunur.
= m

Ivell de bir daha n — m, m — n yapilip taraf tarafa toplanir ise;
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2iE -E, ‘<n|x|m>‘ —ﬁ<m|xPx—Pxx|m>:—ﬁ<m|ih|m>
m=1 m m

© ) h2
;(En _Em]xmn - %

sonucunu elde ederiz.

Soru 5.11:

Antihermitik bir operator A” =—A olarak taimlanir. Antihermitik operatorlerin 6zdegerlerinin
sanal oldugunu ispatlayin. Farkli 6zdegerlere karsilik gelen 6zvektorler dik olur mu ?

Coziim 5.11:
Ay, =A,y, ozdeger denkleminde y/, A degiskeninin A, 6zdegerine karsilik gelen 6zvektor ise;

Hermitsel bir operatoriin reel oldugunu biliyorduk;

(¢, Ay)=(44.y)

0

I¢*A wdx = .[(A ¢)* wdx = A reel olmalidir.

—00 —00

Antihermitsel bir operator ise;

A" =—A4 - <A+> = —<A> ve <A+> = <A>

*

- <A> = —<A> olarak bulunur.

Ayni zamanda;

v, (4v,)=v,Ay,) > ,.4v,)=4,,.v,)

Y, normlanmis ise; ﬂ,n = (l//n ,A v, ) = <A> elde edilir.
A sanal ise, <A> da sanaldir. Oyleyse ;

A, =< A >= saf bir imajiner say1 olmalidur.

Farkl1 6zdegerlere karsilik gelen 6zvektorleri dik olur mu?;

v, (Ay,)=v,Aw,) >, Av,)=1,,.v,) >
WAy, =2, (w,v,) >, 4y, )=2,.v,) -
(Wn,( -Awy, ) (l//n,l// ) bulunur.

Ve diger bir 6zdeger denklemi olarak;

.. 4%,)=2,(v,.v,,) yazir

Ve de bunlar taraf tarafa toplanir ise;

(l//n,((— A)+ A) m)z (/1; +A, Xl//n,l//m) bulunur.

Antihermitsel bir operatoriin 6zdegerinin sanal olacagini az yukarida gostermistik. Oyley ise;



O:(_ﬁ“n +2’mXV/n’l//m)
(l//rnl//m)(ﬂ’m —ﬂ,n)=0 olur.

(l// l// )5 :O {min ise (l/jn’l/jm)zo

m=n ise (l//n,l//m)=(l//n,l//n)=1

yani antihermitsel bir operatoriin 6zvektorleri # # m hali i¢in dik olabilmektedir.
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Soru5.12:
[A,B] =0 ise [A" ,B ]2 0 olacagim ispatlayin.

Coziim 5.12:
[4,B]=(4,B)-(B,4)=0 — (4,B)=(B,A)
(4,B)=(B",A") = (B,A) = A ve B hermitseldir.

Oyleyse;
(4",B)=(B",(4")")=(B,4") ise
|47, B]=(4",B)-(B,4")=0 olur.

Soru5.13:
Herhangi {i¢ operator i¢in
[4,[B.C]|+[B,[C, 4]|+[C,[4,B]|=0

oldugunu gosterin

e 5[,:13[3 C]|=[4,BC —CB]=[4,BC]-[4,CB]
[4,[B,C]|=(B[4,C]+[4, B]C)—(C[4, B]+[4,C]B)
[4,[B,C]|=-[B,[C, 4]]-[C,[4,B]

[A, [B, C]]+ [B, [C, A]]+ [C, [A,B]] =0 Olarak bulunur.

NOT :
o B[A,C]+[4,B]C=B(4C-CA)+(4B—BA)C
= BAC — BCA+ ABC — BAC
= A(BC)—(BC)A=[A,BC]
« ([4,B]+[4,C]B=C(4B-BA)+(AC-CA)B
=CAB—CBA+ ACB—CAB
= A(CB)—(CB)A=|4,CB|

Soru5.14:
Acisal momentum vektorii L nin bilesenleri

Le=yp.-2p, L, =zp, —xp. L. =xp,~p,
olarak tanimlanir.

a) Bu bilegenler arasindaki sira degistirme bagintilarinin

lL..L,|=inL. |lL,.L.|=inL, [L.,L.]=inL,
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oldugunu gosterin

2 2 2 2 e e . . We se gewe o
b) " =L +L +L. operatériiniin herbir bilesenle sira degistirdigini ispatlayn
Coziim 5.14 :
a)|L,.,L|=LL ~LL,
LL, ( in’ yi—zi ( i—xij
dz dy \ dx dz
of d d’ > , d’ d’
=—h"|y—+yz —IX— = +zx
dx dzdx dz dydx dydz
2 2
L,L =-h*|zy d -z’ d —Xy d +x—+2x
g dxdz dxdy dz*  dy dzdy
L.z )= x %y i,
7 dy ~ dx
2 2 2 2
[L ,Lz]:(—ih2 zi+zx d —zydz— 2 4 +xy d
! dy dxdy dx dzdy dzdx
d’ , d? d d d
—| xz —X —yz—+y—+x
dydx dydz dx dz dxdz
L,.L.]=n (z——ydj inL,
dy ~dz
2 2 2
[LZ,LY]:(—l‘h)2 xi+xy d__ z d2 _ e d
} dz dydz dy dxdz dxdy
d’ , d’ d d d’
—| yx -y —ZX——+z—+2zp
dzdy dzdx dy dx dydx ) |

= —hz(xi—zij = ihLy

dz dx
b |21, =],
[L..L
2,

Ly]:[Lz’Lz]ZO
x]=|_Ly,LyJ:[LZ,LZ]:()
Ll=lpve =g e e

olur mu bakalim.

:0+( L|L, L J+|L,.L L, )+ (L

L,(=ihL,)+(~ihL )L,

L. ]+ [L..L]L.)

(zhLy) (i, )L

[L2L] zh( LL -LL+LL, +LL)=



Ve ayni sekilde;
|2z, |=|r2,z.]=0

oldugu goriiliir.

Soru5.15:
A ve B fiziksel biiytikliikleri hareket sabitleri ise, yani |_I:[ , IzlJ: 0 ve |_[:I , B J: 0 ise, bunlarin
komditatorii LZI, B J ye karsilik gelen biiyiikliigiin de hareket sabiti olacagini ispatlayin (Poisson

teoremi).

Coziim 5.15:
|71\ 4, B||= [, 4B]-[H,BA]
= HAB— ABH — HBA + BAH =0
HA= AH — (HA)B = (AH)B) — H(AB) = (AB)H
HB = BH —(HB)A = (BH)A —> HBA = BAH

Soru 5.16 : a genisligindeki sonsuz kuyu potansiyelinde bir par¢acigin dalga fonksiyonu
w(x)=sn 2—7DC+2sin 3—7DC+25inS—ﬂx
a a a
olarak veriliyor.
a) Bu dalga fonksiyonunu normlayin.
b) Enerjini beklenen degerini bulun.

¢) Parcaagin [O,a/ 2] araliginda bulunma olasiligini hesaplayin.

Coziim 5.16:
a) N>= j Iy (x)| dx
0
» 3mx » Smx 2mx . 3mx 2mx . Snx

a
., 2mx ) ) . . .
szj sin > == +4sin > ~— +4sin > =— +4sin ~—sin — +4sin ——sin — +
0 a a a a a a a

+ 8sin 3—ﬂxsin 5—m}dx
a a

Isin axsin bxdx =
0

bagintisina gore;

. {0 a#b ise

w/2 a=b ise
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N? =I{sm22—ﬂx+4sin23—m+4sm25—m}dx22+4—a+ﬂ=9—a olur
0 a a a 2 2
;//(x)zl\/z(sinz—ﬂx+25in3ﬂ+25in 5—’“}
3Va a a a

a 2
p
b) (E)= x)=—uw(x)dx
(E) !w()zmwu
2 2
p_y,(x):lﬁ LR (P JOSPR . JORNE ..
2m 3Va\l 2m)dx a a a
1\F n’ d(27z 2 6r  3m 10m 57ch
=—_ [=| — |—| =—cos——+—co0s + cos
3Val 2m)dx\ a a a a a a

2 _2
=z\/§h ﬂ2(2sin2—ﬂx+9sin3—m+255ins—ﬂx]
a

3 2ma a a a

35 hin?
(E)="

2
9 ma

al2

24 :i(ﬁ 44 4ﬁj:l
9 !M Y VRV

Soru5.17 :
7% (17 ) dalga fonksiyonunun l//(}7 ) = R(r)O(0)D(4) seklinde ii¢ ayr1 degiskenin fonksiyonu olarak
ifade edilebilecegini biliyorduk.
Bunlardan R(7) fonksiyonunun diferansiyel ifadesi
d’y
dx’

+W?y=0

Seklinde verilmis ise bu ifadenin ¥ = Asin wx+ Bcoswx seklinde ifade edilebilecegini frobenius
(seri) yontemi ile gosteriniz.

Coziim 5.17 :

0
y= Zanxn gibi bir seri ¢oziimii 6nerelim ;
n=0

% = Zan (n + k)x'”k’2

n

dzy B
dx?

D a,(n+k)(n+k—=1)x""?



Za” (n+k)n+k-Dx""7 +w’ Zanx'”k =0
n n
y :kaa”x” = xk(ao +a,x +a,x’ +ax’ +)
n

ak(k—Dx"7 + wlax* +ak(k +D)x*" +w?a,x*" +a, (k+2)(k +1)x* +w?a,x** +

+a,(k+3)(k+2)x"" +wia,x" .o =

agk(k—1)x"? + ak(k +D)x* +[wa, +a, (k + 2)(k + ) ¢t +[wa, +ay(k +3)(k +2) " +
+|wPa, k+ 4k +3) e 4=

Toplamin sifora esit olabilmesi i¢in ayr1 ayr1 tiim katsayilar sifira esit olmalidir. Oyleyse ;
Indis Denklemi icin;

ak(k—1)=0 olmah ; (x> =0 icin)
a,#0 = k(k-1)=0—-k=0, k=1 olur.

ak(k+1)=0 olmali; (x*' =0 icin)
k=0 = ak(k+1)=0
k=1 = a1(1+1)#0, = q,=0 olmal

Oyleyse; k=0,1, a,#0, a, =0 =

Y a,(n+k)n+k-Dx""* 2 +w* > a,x"" =0
n=0 n=0

~ ~ N——
—

n=j+2 n=j

3 a. (i+k+2)j+k+1)+w’a. )" =0
>lay(G+k+2)j+k+1)+wa,
=0

X0 = aj+2(j+k+2)(j+k+l)+w2aj=0 olmali ise;

2 a

i =W . j.
/ (]+k+2)(]+k+l)

: Katsayilar icin tekrarlama bagintisi elde edilir.

a,#0 ve a=0 = a;=a;=a,=... =0
a,+a,+a;+..... =0 olur.
2 4,

k=Oicin; @, , =—W —————
7 (+2)(j+1)

a, biliniyor ise;



2.1
g W) ad
N 43 43 2.1 41
]':4 = aq, =— 2a_4_w_2 4@ — 6@
6 6.5 6.5 4! 6!

Bu goriintii genellestirilir ise ;

2n
w a,

2n!

a,, =(-1"

k=0 =

0 0
0 2 2 4 6
y=x E ax" = E a,,x" =a,+a,x" +a,x" +ax
n=0 n=0

y =a{1— (w)° + ()" _ (w)" T j
2! 4 6!

Yy =a,Coswx sonucu elde edilir.

k=1 =
_ 2 a;

Ajy =7W — =3
’ (j+3)(+2)

e a,#0 i¢in a, biliniyor ise;

=0 = azz—wza—o
32
N X Ul RNE I L
N 54 54 32 5!
4 = a :—wza—“:— %o
6 7.6 7!

Bu goriintii genellestirilir ise;

a,

a — _1 n+1—
2 =1 (2n+1)!



W) Y

n=l1 (2 +1)'
cal xrw Bt
y=a, ' o T s

y =&(—xw+ ()’ - (w) +oee j

a, .
y=—"sin wx sonucuna ulagilir.
w
a, . )
y,(x) =a.coswx ¥, (x)=—"sin wx ise;
w

a, .
y=cy,(x)+c,y,(x)=a, coswx+$sm wx

y = Asin wx+ Bcoswx Nihai denklemi elde edilerek ispat gerceklestirilmis olur.



